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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Das Standardmodell der Elementarteil-
chen

1.1.1 Wozu ein ,,Standardmodell*“?

Aufgabe der Physik ist, beobachtete Phinomene mathematisch zu quanti-
fizieren (Beschreibung) und verschiedene Phinomene miteinander in Bezie-
hung zu setzen (Vereinheitlichung). Ergibt sich im letzteren Teil ein Fort-
schritt, so wird dies allgemein als vertieftes Verstindnis der betroffenen Teil-
gebiete betrachtet.

Der beschreibende Teil der Physik ist viel dlter als der vereinheitlichende und
reicht in Europa zuriick bis zu einzelnen antiken Philosophen. Die bis heute
ununterbrochen andauernde Tradition begann jedoch erst mit Nikolaus Ko-
pernikus, Tycho Brahe und Galileo Galilei.

Die erste Vereinheitlichung im eigentlichen Sinn machte im 17. Jh. Isaac
Newton, der zeigen konnte, dass die Gesetze der Planetenbewegung und die
Fallgesetze auf der Oberfliche der Erde eine universelle Gravitation als Ur-
sprung haben. [1]

Gut zweihundert Jahre spéater gelang es James C. Maxwell mit den nach ihm
benannten Gleichungen eine Theorie aufzustellen, die im Alltag als sehr un-
terschiedlich erfahrene Phinomene wie Elektrostatik, Elektrodynamik, Ma-
gnetostatik, Magnetodynamik und schlichtweg Licht als verschiedene Aspek-
te ein und derselben Wechselwirkung beschrieb. [2]

Maxwells Theorie beschreibt Licht als Welle. Einige Jahre spiter aber kata-
lysierten Experimente, in denen die Teilchennatur des Lichtes zu Tage tritt,
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die Entstehung der Quantenmechanik. [3]

Dies war ebenso eine neuartige Beschreibung der mikroskopischen Welt, wie
es die spezielle Relativitdtstheorie Albert Einsteins fiir die makroskopische
Welt war. [4]

Relativistische Formulierungen der Quantenmechanik und die Erkenntnis,
dass nicht nur das Photonfeld quantisiert, sondern auch bis dahin nur als
Teilchen bekannten Phinomenen Felder zugeordnet werden kénnen, fiihrten
zur Entstehung der Quantenfeldtheorie.

Hochprizise Messungen auf Elementarteilchenniveau fiithrten zur Entdeckung
einer Vielzahl neuer Teilchen sowie zweier weiterer elementarer Wechselwir-
kungen (die ,starke“ und die ,,schwache“ Kraft).

Und so ist das Standardmodell der Elementarteilchenphysik der heutige Stand
von Beschreibung und Vereinheitlichung aller Beobachtungen auf Elementar-
teilchenniveau mit Ausnahme der Gravitation.
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1.1.2 Kurzbeschreibung des Standardmodells der Ele-

mentarteilchen

Das Standardmodell der Teilchenphysik (siehe dazu beispielsweise auch die
Referenzen [5, 6, 7]) beschreibt alle bis dato beobachteten Elementarteilchen

und deren Wechselwirkungen mit Ausnahme der Gravitation.

Uberblick iiber die Teilchen des Standardmodells

Materieteilchen
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In diesem Uberblick, der wie alle Graphen in dieser Arbeit mit Hilfe von
,Feynmf“ [8] gezeichnet wurde, sind die Elementarteilchenfamilien in auf-
steigender Massenfolge und die Wechselwirkungsteilchen nach den Kriften,
die sie vermitteln, jeweils spaltenweise dargestellt. Die schraffierten Quarks
tragen eine von drei Farb- oder Anti-Farbladungen und wechselwirken damit
stark. Gluonen als Austauschteilchen der starken Wechselwirkung tragen je-
weils eine Farbladung und eine Anti-Farbladung. (Genauer: Kombinationen
aus Farb-Anti-Farb Eigenzustéinden.)
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Die elektroschwache Wechselwirkung lisst sich als spontan gebro-

chene SU(2) ® U(1) Eichtheorie beschreiben [9, 10, 11, 12]. Die Wechselwir-
kungsteilchen, die W*- und Z°-Bosonen, erhalten ihre Massen durch den bei
der Symmetriebrechung auftretenden Vakuumerwartungswert eines Skalar-
feldes mit den genannten (SU(2) ® U(1)) Transformationseigenschaften im
Spinorraum. Das Photon bleibt als Kombination ungebrochener Symmetrie-
generatoren masselos. (Photon und Z° sind Mischungen der 3-Komponente
des Generators der SU(2)-Symmetrie und des Generators der U(1)-Symme-
trie.) Die massiven Vektorbosonen koppeln nur an linkshéindige Fermionen,
das Photon koppelt an links- und rechtshindige Fermionen. Wie die Namen
schon andeuten, besitzen W= eine Elementarladung, Z° und Photon hinge-
gen sind neutral. Schwache und elektromagnetische Kopplung, ebenso wie
die Massen von Z° und W= sind bei geeigneter Parametrisierung durch den
sogenannten schwachen Mischungswinkel miteinander verkniipft.
Die typischen (weil nicht stark wechselwirkenden (s.u.)) Teilchen der schwa-
chen Wechselwirkung sind die Leptonen, von denen es drei elementar gelade-
ne (e,u,7) und drei diesen zuordenbare ladungs- und masselose Neutrinos (v,
Yy, Vr) gibt. Die jeweiligen linkshéindigen Komponenten transformieren als
Dublett, rechtshindige Elektron-Leptonen als Singlett, rechtshindige Neu-
trinos existieren nicht.

Die starke Wechselwirkung, auch QCD genannt, hat die Struktur ei-
ner SU(3)-Eichgruppe. Die den Eichfeldern entsprechenden Teilchen werden
Gluonen genannt. Da es acht Generatoren der SU(3) gibt, gibt es auch acht
unterschiedliche Gluonen. Neben den Gluonen gibt es noch sechs Spin—% Teil-
chen, die Quarks. Diese haben im Rahmen der starken Wechselwirkung eine
von drei verschiedenen (Farb-)Ladungen. Die unterschiedlichen Farbladungen
werden rot, griin und blau genannt, die entsprechenden negativen Ladungen
anti-rot anti-griin und anti-blau. Damit lidsst sich die Anzahl unterschied-
licher Gluonen auch physikalisch verstehen: Es gibt neun Farb/Anti-Farb-
Kombinationen, diese lassen sich in verschiedenen Basen in ein Oktett und
ein Singlett anordnen. Diese Zusténde (nicht die Farbkombinationen) werden
Gluonen genannt. Nur fiir die Gluonen des Oktetts gilt, dass sie nur im Ver-
bund mit anderen Quarks und Gluonen existieren kénnen (confinement). Fiir
das Singlett gilt dies nicht. Das Singlett-Gluon kénnte somit auch als frei-
es Teilchen existieren und wie das Photon eine langreichweitige - allerdings
starke - Wechselwirkung vermitteln. Dies allerdings hitte man bemerkt, so es
in einem solchen Universum iiberhaupt Beobachter gibe, die das bemerken
kénnten. Daraus folgt, dass es kein Singlett-Gluon gibt, und somit nur acht
Gluonen existieren. Siehe hierzu auch Ref. [13].
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Nach Masse aufsteigend werden die Quarks up, down, strange, charm,
beauty (bottom) und top (truth) Quark genannt. In Bezug auf die elek-
troschwache Wechselwirkung besitzen u-, c- und t-Quark +§, d-, s- und b-
Quark —% Elementarladung. Die Gréflenordnung der Massen gibt bei den
Quarks dieselbe Generationenordnung wie bei den Leptonen vor: (u,d), (c,s)
und (¢,b). Die schwachen und die Masseneigenzustinde der Quarks sind aber
nicht identisch. D.h. die Wechselwirkungseigenzustinde der d-artigen Kom-
ponenten der Familien-Dubletts bestehen aus einer Mischung aus Massenei-
genzustidnden von d-, s- und b-Quark. Die neun Faktoren der drei Mischungen
bilden die C K M-Matrix. Ein W muss also nicht immer in Quarks der glei-
chen Generation zerfallen.

Die Existenz dreier Quark-Generationen ermoglicht C'P- und T-Verletzung,
die auf irgendeine Weise fiir den beobachteten Uberschufi von Materie ge-
geniiber Antimaterie verantwortlich sein miissen. Da die C K M-Elemente,
die die erste und die dritte Generation mischen, sehr klein sind und im Fal-
le von nur zwei Generationen keine C'P- oder T-Verletzung moglich wiére,
miissen C'P- und T-Verletzung kleine Effekte sein.

Im Gegensatz zu Gravitation und elektroschwacher Wechselwirkung nimmt
die starke Kraft bei grofien Absténden zu (confinement), bei kleinen Abstén-
den hingegen verhalten sich die Quarks nahezu wie freie Teilchen (asympto-
tic freedom). Dies fiihrt dazu, dass einzelne Quarks nicht als wirklich freie
Teilchen existieren konnen. Statt dessen kombinieren entweder drei Quarks
unterschiedlicher Farbe zu einem farbneutralen Baryon oder ein Quark (mit
einer bestimmten Farbe) und ein Anti-Quark (mit der entsprechenden Anti-
Farbe) zu einem ebenso farbneutralen Meson.

Auf diese Weise wird die Vielzahl von Mesonen und Baryonen, die in den
letzten 50 Jahren an den Beschleunigern entdeckt wurden, wieder sehr iiber-
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sichtlich, da sich (bis auf Leptonen und Eichbosonen) alle gefundenen Teil-
chen als Baryonen, Mesonen oder deren Anregungszustinde interpretieren
lassen.

Der Higgsmechanismus im Standardmodell beschreibt, wie massive
Teilchen ihre Massen erhalten.
Eine unbestreitbare Tatsache ist, dass es Teilchen gibt, die Masse besit-
zen. Fiigt man die Massen jedoch ,von Hand“ in die Feldtheorie ein, indem
man einfach entsprechende Massenterme in die Lagrangedichte schreibt, erge-
ben sich grofie Probleme bei Eichinvarianz und Renormierbarkeit. Einfiigen
von Massen durch globale spontane Symmetriebrechung erzwingt die Exi-
stenz von masselosen Spin-0 ,,Goldstone-Bosonen“ [14]. Da ein solches Teil-
chen niemals gefunden wurde, und lokale spontane Symmetriebrechung keine
Goldstone-Bosonen fordert, geht man heute davon aus, dass Teilchen ihre
Masse durch Koppeln an ein skalares Feld erhalten [15]. Dieses , Higgsfeld“
stellt die lokalen Fluktuationen des im Abschnitt iiber die elektroschwache
Wechselwirkung eingefiihrten Skalarfeldes um den Vakuumerwartungswert
dar. Dieser Vakuumerwartungswert ist grofier Null. Das Higgspotential hat
dadurch eine charakteristische ,,Sombreroform“. Wechselwirkung eines Teil-
chens mit diesem Higgsfeld macht sich dann als Masse bemerkbar. Anders
ausgedriickt hingt die Kopplungsstirke eines Teilchenfeldes mit dem Higgs-
feld von der Masse des Teilchens ab. Nach dem durch Selbstwechselwirkung
des Higgsfeldes entstehenden ,,Higgsteilchen* wird derzeit (bzw. in naher Zu-
kunft) intensiv gesucht.

1.1.3 Grenzen und mogliche Erweiterungen

i) Verschiedene Experimente haben gezeigt, dass Neutrinos vermutlich doch
eine - wenn auch sehr kleine - Masse besitzen. Als Folge existieren auch
linkshidndige Neutrinos und Neutrinos oszillieren. D.h. die Neutrinos der ein-
zelnen Generationen wandeln sich ineinander um. Dies alles ins Standardmo-
dell einzubauen stellt keine grofie Schwierigkeit dar. Die momentan noch als
,otandardmodell“ bezeichnete Theorie enthélt jedoch noch masselose Neu-
trinos.

ii) Die Gravitation ldsst sich bisher noch nicht in das Standardmodell ein-
bauen.

iii) Die raumzeitliche Geometrie des Universums und die Rotationsgeschwin-
digkeiten von Spiralgalaxien lassen auf eine Energiedichte im Universum
schlielen, die sich mit den im Standardmodell vorhandenen Teilchen allein
nicht erkliren lisst. Man schliefit daher auf die Existenz so genannter ,, Dunk-
ler Materie“.
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iv) Die bisher gefundenen CP-verletzenden Prozesse reichen nicht aus, um
die beobachtete Materie-Anti-Materie-Asymmetrie zu erkliren.

v) Die grofle Anzahl freier Parameter (18, mit Higgs- und Neutrinomassen
plus Leptonmischungsmatrix wéren es 26) ist unbefriedigend. Besonders die
klare Massenhierarchie verlangt nach einer Erklarung.

An diesen und anderen Punkten sind Anderungen am Standardmodell nétig
oder zumindest wiinschenswert.

1.2 Motivation und Aufgabenstellung

Zur Uberpriifung des Standardmodells miissen Vorhersagen iiber messbare
Groflen gemacht werden. Messbare Grofien sind z.B. Lebensdauern von Teil-
chen oder Zerfallsverzweigungsverhiltnisse. Fiir exakte Vorhersagen sind die
Bewegungsgleichungen jedoch viel zu kompliziert. Vakuumfluktuationen sor-
gen zusidtzlich dafiir, dass prinzipiell Teilchen ,;im Hintergrund“ eine Rolle
spielen. Auch wird es nicht moglich sein alle Gluonen zu beriicksichtigen, die
ein Meson oder Baryon binden.

Man muss sich somit héufig fiir konkrete Systeme iiber geeignete Ndherungen
Gedanken machen. So beginnt Kapitel 2 mit der Ubertragung eines Forma-
lismus (siehe Ref. [16]) zur Berechnung des Zerfalles schwerer Zwei-Teilchen-
Bindungszusténde von symmetrischen (beide Teilchen sind gleich schwer) auf
asymmetrische (die beiden Teilchen sind unterschiedlich schwer) Systeme.
Da in diesem Formalismus nach kleinen Relativimpulsen entwickelt wird, ist
es notwendig die Wellenfunktion am Ursprung zu kennen. Hierfiir wird eben-
falls in Kapitel 2 ein Wert berechnet.

In Kapitel 3 (Prozesse) werden zuniichst Zerfallsraten fiir das BE im Spec-
tatormodell fiir unterschiedliche Massenparameter berechnet. Das Spectator-
modell beriicksichtigt nicht, dass der Zerfall des B auch durch gegenseitige
Annihilation der beiden Quarks geschehen kann, daher wird anschliefend
eben diese Art von Zerfall berechnet.

Im dritten Abschnitt von Kapitel 3 wird der Strahlungsiibergang von einem
angeregten Zustand zum Grundzustand des B auf unterschiedliche Weisen
berechnet.

Der letzte betrachtete Prozess ist schliefilich der Zerfall in ein 7. (c¢¢ Grund-
zustand) und ein masseloses [v;-Paar.

1.2.1 Schwere Mesonen

Je schwerer die beiden Konstituentenquarks eines Mesons sind, desto unwich-
tiger werden (bei Zerfillen) in Relation dazu zunichst relativistische Effekte
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und schliefilich die auftretenden Impulse und auch die Bindungsenergie. Das
top-Quark ist zu schwer, als dass es vor seinem Zerfall beobachtbare Bindun-
gen irgendwelcher Art eingehen wiirde. Das schwerste Meson ist somit das
Y (bb). Auch das J/¥ (ce) gilt noch als so schwer, dass nicht-relativistische
Niherungen gerechtfertigt erscheinen. Besonders von Systemen, die ein b
enthalten, verspricht man sich Erkenntnisse iiber und Tests des Standardmo-
dells. Jedes B-System hat ganz eigene Eigenschaften. Das B (bu bzw. bi)
besteht aus einem eindeutig schweren und einem eindeutig leichten Quark
und ist geladen, das By (bd bzw. bd) dagegen ist neutral. Das Y besteht aus
zwei (gleichen) schweren Quarks und ist neutral. Das einzige Meson, das ein
b und ein anderes schweres Quark enthélt (und zudem geladen ist), ist also
das B (bc bzw. be).
Als geladenes Teilchen kann es nicht durch elektromagnetische Annihilation
der beiden Quarks zerfallen, sondern der Zerfall geschieht entweder durch
Zerfall eines der beiden Quarks (Spectatorzerfall) oder durch gegenseitige
schwache Annihilation der beiden Quarks.

Die experimentellen Untersuchungen zum B, haben erst vor kurzem be-
gonnen. Zudem werden teilweise alte Daten auf Fehlinterpretation von BZ-
Vorkommen als andere Teilchen iiberpriift. [17]




Kapitel 2

Grundlagen

2.1 Doppelt schwere Mesonen

Doppelt schwere Mesonen bestehen aus zwei schweren Quarks. D.h. die Mas-
sen beider Quarks sind grofl gegen den typischen Relativimpuls der beiden
Quarks und gegen die Bindungsenergie. Es gibt nur drei doppelt schwere
Mesonen bzw. Mesonsysteme: Charmonium (cé), BE (bc bzw. bé) und Bot-
tonium (bb). Unter der Voraussetzung, dass der Relativimpuls auch klein ge-
gen den gréfiten im betrachteten Prozess auftretenden Impuls ist, kann man
eine Entwicklung im Relativimpuls durchfiihren. Die einzelnen Ordnungen
der Entwicklung ergeben dann die Beitrédge der verschiedenen Bahndrehim-
pulszustédnde. Fiir verschwindenden Bahndrehimpuls koppeln die Spins der
beiden Quarks entweder zum Singlett- (7., ‘B, n3) oder zu einem Triplett-
(J/¥, 3B,, T)-Zustand.

Der folgende Abschnitt fithrt das soeben Beschriebene aus und iibertréigt
den Formalismus aus Ref. [16] zur Beschreibung des Zerfalles symmetrischer
Zwei-Fermion-Bindungszustinde auf asymmetrische Systeme:

2.1.1 Der Projektionsformalismus fiir asymmetrische
Systeme

Betrachtet man zunédchst Prozesse, bei denen zwei freie Teilchen wechselwir-
ken, also z.B.
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Up

so kann man die Amplitude hierfiir ganz allgemein
A = .(pe, 5)Oup(ps, 5) (2.1)

schreiben. (Die Benennung der Teilchen mit b und ¢ bedeutet hier noch nicht,
dass es sich um Quarks handelt.)

In GL (2.1) ist O der vom konkreten Prozess abhiingige Operator.

pp und p,. sind die Impulse und s und s die Spinindizes der einlaufenden Teil-
chen bzw. der Spinoren v, und u,.

Fiir freie Teilchen kénnen die Impulse und Spins beliebig bzw. vom Experi-
mentator (z.B. bei Streuexperimenten) festgelegt sein. Ein Bindungszustand
hingegen ist gekennzeichnet durch die definierte relative Einstellung der bei-
den Spins zueinander und die Gewichtung des Relativimpulses durch Multi-
plikation mit der Wellenfunktion W;(p).

Dieser Relativimpuls ist der kanonisch konjugierte Impuls zum Relativvektor
=Ty — T

Mit der nicht-relativistischen freien Lagrangefunktion L gilt dann fiir jede
rdumliche Komponente #:

oL
- oL 2.2
p o (2.2)
o /1 . 1 .
= —a’r (Embrb? + émc’l“c?> (23)

0 (1 : c. 1 - .

MePoi — MpPei
= > 2.6
Ny (26)
wobei R; und r; Schwerpunkts- und Relativkoordinaten sind und M die Ge-
samtmasse M = my, + m, ist. (Siehe hierzu auch Ref. [18].)
Die Amplitude wird noch mit der reduzierten Masse
mpme

= e 2.7
il (2.7)
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normiert.
Und somit erhilt man zunéachst

A= \/% / %%(ﬁ) Be(pe, 5O (03, 5) (2.8)

wobei dann die Normierung der Orts- (®(7)) und Impulsraum- (¥ (p)) Wel-
lenfunktionen

1=y / ZARUIEDY / P 3|Bs(7)? (2.9)
W) = / %@@)e—ﬁﬁ (2.10)

B(7) = / (Qi)ﬂqu(ﬁ)eifﬁ (2.11)

ist.
GL. (2.6) soll nun fiir alle vier Komponenten des 4-Impulses gelten:

_ MePy — MpPe _ (mcpg — mbpg —»)

v 7 (2.12)

Fiir ‘%‘ << 1 kann man p° entwickeln und die p° Komponente ist dann bis

1

o(|p")
po =0, (2.13)
denn

mepy — Mppy = mey/mE + |2 — mpn/m2 + P2 (2.14)

MMy — MpM (2.15)

1%

Die Bindungsenergie wird vernachlissigt, dann ist im Schwerpunktsystem

s+ pe =P = (M,0) (2.16)

der kanonisch konjugierte Impuls zu den Schwerpunktkoordinaten.
Umgekehrt gilt somit:

m
P = MbPer (2.17)
pe = EP—p (2.18)

M
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Wie man an den Indizes der Wellenfunktion in Gl. (2.8) erkennt, ist die Kopp-
lung der einzelnen Spins und Bahndrehimpulse noch nicht beriicksichtigt.
Zum Koppeln muss man die einzelnen Amplituden in geeigneter Weise, d.h.
multipliziert mit den entsprechenden Clebsch-Gordan-Koeffizienten, addie-
ren:

Z@c(pc, 5)Oup(ps, s) < s,8|5,S, > (2.19)

S8

= ) <5,5S,5.> Tr[Ouy(ps, s) ® Te(pe, 5)] (2.20)

85

= ) <5,5S5,.> Tr{O( fo + my)us(0, 5) ® Be(0, 5) ( pe — me)] (2.21)
EE 1 1
= T \/Ec+chr[(m°_ be)O(my+ )

= (52 +m)E +mp) F (52 + m2)F +me)

147

2V2

Hssz](2-22)

D=

me mp I+
T - — — IT 2.2
e 4 DO(m+ Tt P ) s, | (229
wobei
HOO = —5 (224)
s, = — fs, (2.25)
6?—1) = (07 1: _i; \/E) (226)
e = (0,0,0,1) (2.27)
v L
& = (05 15 2 \/5) (228)
Den entscheidenden Schritt zu Gl. (2.22) - also
_ _ _ 1+
< 8,8|5,5, > uy(0,s5) ® 1.(0,5) = ———11I 2.29
Z s, 5| up(0, 5) ® 7.(0, 5) Wl (2.29)

85

kann man im Schwerpunktsystem verifizieren, indem man die Rechnung mit
einer beliebigen Darstellung (z.B. mit der Dirac-Darstellung wie in Ref. [19]
oder der Weyl-Darstellung wie in Ref. [20]) der Spinoren und -Matrizen
komponentenweise durchfiihrt.

Nun muss GI. (2.23) noch fiir kleine % entwickelt werden. Dann wird daraus
in

O((pu)°") :

3 1470
Jas T [MO0 e HSSZ] (2.30)
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und in O((p,)*) :

Ap L= M I1+7%
| (M@0 (10001 - Fis.00) ) oms, | 230
wobei
Op = Olp=o (2.32)
- 0
O = 500 (2.33)
_ mpMme
po= pep— (2.34)
(2.35)

Anmerkung: Fiir m, = m, ist % = 1, wodurch man leicht sieht, dass die
genannten Amplituden dann mit denen in Ref. [16] ibereinstimmen. Es bleibt
noch die Integration in Gl. (2.8) auszufiihren. Dies ergibt in O(|p]°), d.h. fiir
Bahndrehimpuls L = 0:

\/;/ v - \/%/ (jjz))%/ (;i;;;%eiﬁq’(?) (2:36)

3£E d*p .
— CIJ F ——e®" (2.37

= \/7 / dPx®(7)6®) (2.38)
= /5,20 (239

1 1

= ﬂ\/—4_7r¢(0) (2.40)

mit der vollstéindigen (®) bzw. radialen (¢) Ortswellenfunktion am Ursprung.
Kombiniert man nun (2.30) und (2.40), so erhélt man fiir die beiden mogli-

chen S-Wellen-Amplituden:
Vs . J =
Oo(f-l-M)( /é)]fur (le)

(2.41)
Es dndert sich im Falle L = 0 also nichts im Vergleich zum symmetrischen
System. Alle hinzugekommenen Anderungen heben sich gegenseitig wieder

AL=0 ELL (L=0)( 0)Tr

2VAr VM
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auf. Die Asymmetrie steckt folglich vollstindig im Operator Oy.
Die Integration fiir L =1 in Gl. (2.36)-(2.40) ergibt in #quivalenter Weise

1 d*p (L=1) (= _ \/I\/E 1L=1 (m)
\/%/ A P 242

mit dem Polarisationsvektor der Bahnbewegung e,(Lm) (m = —1,0,1), der in
den einzelnen Komponenten dasselbe Aussehen hat wie der Spinpolarisati-
onsvektor in GL. (2.26)-(2.28).

Da die P-Wellen-Amplituden im Weiteren nicht mehr benétigt werden, seien
sie hier nur kurz ohne Herleitung genannt:

Agingienr = %TT‘ <\/g ;00(,/1—4%+§)
+\/%(€”OV)M; /P>75 (2.43)
Ay = %TT 300@(1+ 1—4%5)
B (o o E]
Ay = gTr 200\/%(“ 1-4%%%&
+Z'\/%(P,OA,’Y,€)M2;WP ] (2.45)
Ajey = %ﬁﬂ" OWM_Q £ ]5,“, (2.46)

mit e als Polarisationsvektor/-tensor der J = 1,2 Zustéinde, (a,b,c,d) =
det(a, b, c,d) und
1 3 1L=1
=4/=—1/— . 2.4
o= 3y 20 (2.47)
2.1.2  ¢(0)

Fiir die Bahnwellenfunktion (genauer hier deren radialer Anteil) am Schwer-
punkt wird zwischen den Bahnwellenfunktionen am Ursprung von J/W¥ und
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T, die man aus den leptonischen Raten erhilt, interpoliert.
In der QED ist die Annihilationsrate eines gebundenen 35,-Zustandes zwei-

er gleicher, schwerer Fermionen (f und f) (z.B. des Myoniums) nach e*e~
(leptonische Breite):

10°QB(0) _ 0*QI6(0)P

Pf=e'e) =371 1222

(2.48)

mit der Sommerfeldschen Feinstrukturkonstante o und der Ladung () der
Teilchen im Bindungszustand (in Einheiten der Elementarladung e).
Schraffierte Bereiche in den Feynmangraphen kennzeichnen in dieser Ar-
beit Bindungszusténde, so dass der zur leptonischen Breite gehérende Graph
in niedrigster Ordnung wie folgt aussieht:

e

et
Im Falle von Mesonen (mit den Quarks @ und Q) muss zusitzlich der Einfluss
der Farbladungen beriicksichtigt werden (siehe auch Ref. [21]), der einen
Farbfaktor ergibt:

Mesonen sind Farb-Singletts:

1
ﬁ

wobei die Indizes ,1,,2“ und ,,3“ hier fiir die Farbladungen stehen.
Dies bedeutet fiir die Amplitude:

L
V3

Nun sind am hier betrachteten Prozess keinerlei Gluonen beteiligt. Die Rech-
nung ist somit reine QED. Vom Standpunkt der QED aus tragen allerdings
alle drei Q;0Q); kohdrent zur Amplitude bei. Ansonsten unterscheiden sich
die beiden Systeme (Myonium und schwere Mesonen) in niedrigster Ordnung
Storungsrechnung in keinen weiteren wesentlichen Punkten.

D.h.

(1Q1Q1 > +1Q2Q2 > +(Q3Qs >) (2.49)

|QQ > Farb—Sing. =

A= (QOQ)(Fa.rb—Sing.) = (Q10Q1 + @Q20Q2 + Q;0Q3) (2.50)
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Und mit (2.48) gilt also fiir symmetrische schwere Mesonen:
5 L 20 _ o’Q%S(0)[
QY —ete )=4 Ve = 12

Weiterhin hat sich empirisch gezeigt, dass im Massenbereich von Charmo-
nium und Bottonium die radiale Wellenfunktion am Ursprung proportional
zur reduzierten Masse ist:

(2.52)

$(0) = cu (2.53)
Auf diese Weise kann man ¢(0)p, aus ¢(0);/w bzw. ¢(0)y berechnen. Falls
es doch kleine Abweichungen von Gl. (2.53) geben sollte, wird gemittelt:
Cp, = %(CT + CJ/\I/)

und somit:
on(0) = 2oV (2:5)
‘ a 2 |Qb| |Qc|
Ay
65, (0)> = ——2=—T" 2.55
e O = il (259
wobei
1 c
4 |Qb| ‘Qc‘
1 1
= Z(2FT + 5T + 24 /TxT5/9) (2.57)
= 2,635 keV. (2.58)
Nach Ref. [22] ist
“y = 5,26£0,37 keV (2.59)
re = 1,3240,04+0,03 keV (2.60)
Myw = 3096,87 40,04 MeV (2.61)
My = 9460,30 + 0,26 MeV (2.62)
My, = 6,420,39 MeV (2.63)
me = 1,0..1,4 MeV (2.64)
my = 4,0..4,5 MeV (2.65)
und somit
|65,(0)2 = 1,144 (GeV)?>. (2.66)

Zum Vergleich: In Einheiten YA€V sind ¢4 = 6,880, 24, cr = 6,890, 18

im Rahmen der Fehler wirklich gleich, und somit cg, = 6,89 £ 0, 3. In der
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Literatur [18, 23, 24] finden sich fiir |#(0)[* die Werte 1,72 GeV?, 1,64 GeV?
bzw. 1,39 GeV?. Nicht-relativistisch ergibt sich (siehe auch [25]) mit a5 = 0, 2:
|6(0)|? = 4(pz0)® 220,11 GeV?.

Anm.: Bei anderen als Annihilationszerfillen, z.B. Spectatorzerfillen oder
Strahlungsiibergéngen, muss man sich gesondert Gedanken iiber einen mogli-
chen Farbfaktor machen.

2.2 Bisherige experimentelle Ergebnisse

Experimentell wurde das B, am CDF-Detektor am Fermilab entdeckt [26].
Die dort fiir Masse und Lebensdauer gemessenen Werte sind bisher auch
die einzigen, die in das PDB (Ref. [22]) aufgenommen wurden. Demnach ist
die gemessene Lebensdauer des BX 7 = 0,46 + 0, 18 psec. Dies entspricht
einer totalen Zerfallsrate I'py, = 1,43 - 10=3 eV. Alle Ergebnisse werden im
Folgenden mit dieser Gréle verglichen. Die Masse des B ist M = 6,440, 39
GeV.

2.3 Vorbemerkungen zu den Rechnungen

Die Konventionen fiir die Feynmanregeln sind wie in Ref. [5], die Konventio-
nen fiir Metrik (diag(g, = (1,—1,—1,—1))) und Dirac-Matrizen wie in Ref.
[19] gewiihlt.
Die Berechnung der Matrixelemente erfolgte zumeist mit Hilfe von FORMS3.
(Ref. [27])
Die Grundlagen der Phasenraumintegration finden sich in Ref. [28]. Aus-
gefithrt wurden diese aber wie in Anhang A beschrieben.
Folgende Konstanten treten auf:
Die Fermikonstante:

T

Gp = Von i =1,16639-107° (GeV)™? (2.67)
mit der Feinstrukturkonstante
a~! = a 1(0) = 137, 03599976 (2.68)
der Masse des W-Bosons
my = 80,423 GeV (2.69)

und dem schwachen Mischungswinkel

sin? Oy = 0,23143 (2.70)
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Die Betriage der C K M-Matrixelemente sind:

Vil = 0,9741..0,9756  |Vis| = 0,219..0,226  |Vis| = 0,0025 ..0, 0048
Vil = 0,219..0,226  |Viy| =0,9732..0,9748  [V,y| = 0,038..0, 044
Via| =0,004..0,014  |Vi,| =0,037..0,044  [Vy| =0,9990 ..0,9993

Die tatséchlich eingesetzten Mittelwerte werden immer angegeben.

Alle Werte nach Particle Data Book (Ref. [22])

Alle dafiir in Frage kommenden Rechnungen wurden in der Ndherung der
Vier-Fermionen-Wechselwirkug der Fermi-Theorie durchgefiihrt, also in %

entwickelt.

In den Ergebnissen tauchen bestimmte Faktoren immer wieder auf. Durch
Kombinationen mit Potenzen von Mp, = 6,4 GeV verbleiben nur noch di-
mensionslose Konstanten:

GrpM?> = 0,48-107° (2.71)
0 2
% = 4,36-107° (2.72)

Das Massenparameterpaar (my, m.) kann man nicht nur durch (M, u) son-
dern auch durch (M, R,;) mit

mp — Mg I
Rys=——=4/1—-4— 2.73
my + Mme M ( )

ersetzen. Dies hat zum einen den Vorteil, dass nur noch eine Gréfie dimen-
sionsbehaftet ist, zum anderen hat sich bei Verwendung von R, statt u bei
einigen FORM Rechnungen die Zahl der Terme und die Rechenzeit deutlich
reduziert.




Kapitel 3

Prozesse

3.1 Spectatormodell

Bei Spectatorzerfillen wird eines der beiden Quarks des Mesons als un-
abhéingig vom anderen zerfallend betrachtet. Der Bindungszustand ist in
niedrigster Ordnung irrelevant. Daher findet weder der Projektionsforma-

lismus eine Anwendung, noch gibt es Farbfaktoren. T
1

fa

b f3

Mit Ausnahme der Benennung als b- bzw. ¢-Quark ist die Amplitude genau
dieselbe wie beim Zerfall des Myon.

1—
WBU5@17N——E;Z§UQCl1)

1—
A = —2V2G piVay Vyylizy"

Mit dem Standardverfahren (z.B. nach Ref. [6]) ergibt sich

1 1-— 1-
5 D ATA = AGH Va2 Vio T [ =2y + ma)y =22 (s + o) |

S$pS15283

Tr [’Yul _275(1)2 - mz)%l _275 (1 + ml)} (3.2)
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Die unterschiedlichen Raten resultieren aus den unterschiedlichen Massen,
den C'K M-Faktoren und der hoheren Anzahl an Zerfallskanélen.

Die 14 moglichen Endzustinde beim Zerfall des b-Quark sind

(6, Ve, C)a (,LL, Vi C)’ (T7 Vr, C)a

(d,u,c), (s,u,c), (d,c,c), (s,¢c),

(e, T, ), (1, Uy, ), (T, Ury ),

(d,a,u), (s,a,u), (d,é u), (s,¢mu).

Fiir den Zerfall des c-Quark gibt es acht mégliche Endzusténde:

(e, Ve, ), (1, Umu, 8), (d,u, s), (s,u,s),

(e, Ve,d), (i, Vmu,d), (d,u,d), (s,u,d)

3.1.1 Masselose Endzustinde

Integriert man GI. (3.2) iiber den physikalisch moglichen Phasenraum, erhilt
man fiir einen masselosen Endzustand die Rate

r = 2mb16 /d:m/ de— Z A*A

sbslszsg

1 mz 4G2|V |2‘V |24 4/1d (1 )/1 d
= b m T, x1(1 —
2my, 16(2m)3 1T oo o 1-21 "
G%mg 2 2
= Vaul“| V; 3.3
mit
Do -P1
=2 3.4
7 m} (3-4)
Py - P2
To = 2 mg (3.5)

Die Grenzen der Phasenraumintegration werden in Anhang A hergeleitet
und angegeben. Mit der teilweise sehr groben Naherung, dass alle méglichen
Endzustidnde masselos sind, ergibt sich fiir den Zerfall des b-Quark also:

_ Gy
19273

((Vaol? Vi) (e ([Vaal? + [Vas  + [Vedl? + Ves ) ) (3:6)
mit

n; = 3 der Anzahl der semi-leptonischen Endzustéinde
n. = 3 der Anzahl der Farben
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und fiir den Zerfall des c-Quark:

hier ist

Mit

e
19273

((Vesl* + [Veal) (1 + ne(|Vaal” + [Vas)))

ny

Ne

V|
|Vub|
‘Vud‘
| Vs
Vel
|Ved|

BR

F(ea:p. total)

0,04

0,003
0,975

0,22

0,974

0,22

Iy+ T,

(Fewp. total)

1,43-1073 eV

(3.7)

ergeben sich fiir verschiedene Massen (in GeV) die folgenden Raten (in eV):

[ m | me | Ty L. [,+T. | BR |
425 | 12 [ 3,13-107*[2,83-10* || 5,96-10"* | 0,42
4731 11,323 (5,35-10%[4,62-10* | 10,0-10°% 0,70
475 | 1,563 || 5,46-10"* [ 10,6-10"* | 16,1-10~* | 1,12
485 | 1,65 | 6,06-10*|13,9-10* ] 20,0-10* | 1,40
4918 11,491 [ 6,50-10=%[8,39-10"* || 14,9-10"* | 1,04
5,255 | 1,900 || 9,05-10"*]28,2-10~* || 37,2-10~* | 2,60

Zur Wahl der Massen:

(4,25 / 1,2) werden in Ref. [22] als M S-Massen fiir b und ¢ genannt.
(4,731 / 1,323) reproduzieren das Massenspektrum der Charmonium- und
Bottonium-Systeme, wenn man die Schrodingergleichung mit dem Potential

VJ 16st.

(4,75 / 1,563) reproduzieren M /gy bzw. My, wenn man die Schrodingerglei-
chung mit dem Coulomb-Potential 16st.

(4,85 / 1,65) werden in Ref. [22] als M S genannt.

(4,918 / 1,491) reproduzieren das Massenspektrum der Charmonium- und
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Bottonium-Systeme, wenn man die Schrodingergleichung mit dem Richardson-
Potential 16st.

(5,255 / 1,900) reproduzieren das Massenspektrum der Charmonium- und
Bottonium-Systeme, wenn man die Schrodingergleichung mit dem Potential
V;Sotal 16st.

Die phéinomenologischen Potentiale werden in Abschnitt (3.3) niher beschrie-
ben und finden sich in Anhang B. Thr genaues Aussehen ist an dieser Stelle
nicht so wichtig. Entscheidend ist eine gewisse Rechtfertigung fiir die Wahl
gerade dieser Massen.

Man sieht, dass bei den meisten (mit gewissem Recht) gewéiihlten Massen ein
viel zu grofles Verzweigungsverhéltnis herauskommt. Fiir ein verlésslicheres
Ergebnis muss man also beriicksichtigen, dass einige Endzustinde praktisch
nicht als masselos gendhert werden koénnen.

3.1.2 Massive Endzustiande

Wieder ausgehend von Gl. (3.2) ist die Rate in der N&herung der Fermi-
Theorie jetzt

G2 Vr 121V |25 14ri—(r2+73)* of
Vap|“|Vie|*m,
_ GEl 31b$|92|77;2| q 12/d$1x1(1 —ri4r?—r)— 1) /dmg (3.8)
r1=2r1 a5
(Ti = %’ Ty = 2%a 37Q“ = ,,b“,,,C“)

Wobei die Grenzen der zo-Integration
L RenPr@-w) -
2 21472 —x)
R S R R Yl 1

3.9
2047 7) 39
sind (siehe hierzu auch Anhang A).
Es bleibt also als nicht-triviale Integration
1+r%—(rz+r3)2
G2 V- 2 V- 2m5
r r 31bS‘)2‘7r;2‘ ql?/dxlxl(l —ri 47l —ri— 1)
r1=27r1

(1 +’I"% —.’L'l)
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Fiir ry =r =0, r3 > 0 also z.B. ,1“=1,, ,2“=e und ,3“=c ist das verblei-
bende Integral

2

2 2 2,5 3
S ey B
1927 (1 —x)

(3.11)

x1=0
analytisch leicht 16sbar und man erhélt fiir einen bestimmten Endzustand:

G2 |Vay [2| Vi [PmB
_ F| 3b| ‘ 12| q 1—8T2+87'6_T8_24T4 In(rs 3.12
19273 3T s ’

(wie es z.B. auch in Ref. [29] angegeben ist.)
Betrachtet man nun das schwerste Teilchen im Endzustand als massiv, die
anderen beiden als masselos, erhélt man fiir den Zerfall des b

GEmy 2 2 2 2
T (1Veol? (2 + oo + 3Fen(Vadl? + Vi + Vea?)

+|Vub|2(1 + fub + frb + 3(|Vud|2 + fsb|Vus|2 + fcb|‘/cd|2))) (313)

und fiir den Zerfall des ¢

G%mg 2 2 2
r = 1927‘(‘3 (|‘/;s| (fsc+fuc+3fsc(‘vud| +Vus| ))
HVea?(1+ fue + 3(Vaal® + FoelVas ) (3.14)
Wobei
ms = 0,1 GeV (3.15)
m, = 0,106 GeV (3.16)
m, = 1,776 GeV (3.17)
My = Mmg=me=m, =0 GeV (3.18)
2 6
= (e ()
mao mgo
mi\® mi\*. m
- (—1> —24 (—1> In —1) (3.19)
Mo mo Mo
sind.

In diesem Falle ergibt sich (mit den gleichen C' K M-Parameterwerten wie im
letzten Abschnitt und ebenso mit den Massen in GeV und den Raten in eV)
folgende Tabelle:
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L m [ m | T, [ T, | L,+T |BR |
425 | 1,2 [12,31-107*12,69-107* | 5,01-10"*{ 0,35
4,731 11,323 [ 4,04-107* [ 4,42-10"* | 8,46-10"* | 0,59
4,75 | 1,563 || 3,93-107* | 10,3-107* || 14,2-107* | 0,99
4,85 | 1,65 || 4,34-107* | 13,5-10* | 17,9-107* | 1,25
4,918 [ 1,491 || 4,83-10"*[8,10-10* || 12,9-10"* | 0,90
5,255 [ 1,900 || 6,43-107* [ 27,6-10* | 34,0-10* | 2,38

Fiir m, = 1,9 GeV kann das c-Quark auch in ein 7-Lepton zerfallen, da die
Massendifferenz (zwischen ¢ und 7) aber sehr gering ist, spielt dies fiir die
Rate praktisch keine Rolle.

Zwar sehen die Verzweigungsverhiltnisse nun sehr viel ,realistischer® aus,
dennoch gibt es eine grofie Streuung. Insbesondere die offensichtlich unsinni-
gen Verzweigungsverhiltnisse grofier Eins storen.

Sind alle drei Massen grofler Null, bleibt nur die numerische Integration.
Der Gewinn an Genauigkeit, den man erh&lt, wenn man die Massen der
Teilchen im Endzustand nicht vernachléssigt, geht vollig unter in der Un-
sicherheit der Quarkmassen von b und c¢. Zumindest aber erhilt man eine
Aussage iiber die Haufigkeit der einzelnen Endzustande:

Zerfall des b-Quark (bei my; = 4,25 GeV):

(e, Ve,u) : 0,28%  (d,@,u):0,80% (1,7, u):0,28%
(s,@,u):0,04% (e, ve,c):15,36% (d,c,u):0,02%

(d,a,c):43,80% (u,7,,¢):15,25% (s,¢,u): 0,43%
(s,t,¢):2,21% (7,7,,u) :0,08% (d,¢,c):0,95%

(s,¢,¢):18,28% (7,v,,c¢) : 2,22%

Zerfall des ¢ (bei m. = 1,2 GeV):

(Veye,d) : 1,07%  (u,d,d) : 3,05% (¥, 1, d) : 1,00%

(G,8,d) :0,14% (De,€,3) : 19,26% (u,d,s) : 54,91%
(D, 1y 5) 2 18,01% (1, s,5) : 2,55%

Die restlichen Massen wurden gewihlt, wie in (3.15) - (3.18) angegeben. Die
Integrationen wurden numerisch mit Hilfe des Vegas-Algorithmus [30, 31|
und unter Beriicksichtigung aller Ordnungen in (;”—;)2 durchgefiihrt. D.h.
die Amplitude ist in diesem Fall:

dtar . 1= m2,  _ Ys
————iVaViha U WUy, v 3.20
2 sin? () 3 Y1248 e P, —miy, vy (3.20)

A=
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3.2 Annihilationszerfall

Bei allen Annihilationszerféllen gilt beziiglich eines zusétzlichen Farbfaktors
die Argumentation aus Abschnitt (2.1.2). Zum Ergebnis der elektroschwachen
Rechnung kommt folglich immer noch ein Faktor 3 zur Rate bzw. v/3 zur
Amplitude hinzu.

fi
b
:
B, % e ——---
c
f2
Obiger Graph steht fiir folgende Amplitude:
3 . v L= 1=
A = =\ giGrVaVis = Omy— o,
1—7s —Ys . Singlett
H M f 21
I [7 2 (F+M) <— ,é) ] o (Triplett (3:21)

3.2.1 Masseloser Endzustand

Die Singlett-Zerfallsrate verschwindet wegen Stromerhaltung. (Technisch aus-
gedriickt, kann die Spur in GI. (3.21) nur proportional zu P* = p{ + p} sein.
u(p1+ p2)(1 — v5)vo verschwindet aber wegen der Dirac-Gleichung).

Fiir J=1 dagegen wird mit V35| = 1 die Rate

Venl? 2 r24 (218(0) 6
(Der Farbfaktor 3 taucht nicht mehr explizit auf, da er sich gegen den Fak-
tor 1/3 kiirzt, der durch die Mittelung bei der Polarisationssumme in die

Rechnung eingeht.)

3.2.2 Massiver Endzustand

Typischerweise befinden sich ein Tau-Lepton und sein Neutrino im Endzu-
stand. D.h. zumindest eines der beiden Teilchen im Endzustand hat eine
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Masse, die man nicht vernachlissigen kann. Das Matrixelement bzw. die
Amplitude (3.21) verschwindet dann auch fiir J = 0 nicht. Sondern mit
der Dirac-Gleichung wird

R v L—0/m. ul—7
A = —f S GrVaVid™ ()" — 20y

Tr |50 + M) ) (3.23)

= _\/%TMz'GFVcb‘/i*gqﬁL—o(0)@11(,{)17L D) (1 —vs)ve  (3.24)

/3 . . L
= - QWMZGFVcbVﬁ(lSL 0(0)

(mf&l(l - ’)/5)1)2 —_ mﬂl(l + ")/5)’02) (325)
und mit r; = m;/M:
. 6M3 P-p
AA= = GHVal Vel + ) (254 —2rF)  (3.20)

Beim Zwei-Teilchen-Zerfall besteht der physikalische Phasenraum nur aus
einem einzigen Punkt:
P-p

2—5 =1+ r? —r3 (3.27)

siehe dazu auch Anhang A.
In den meisten Fillen ist eine der beiden Massen so klein, dass sie ver-
nachldssigt werden kann. Dann ergibt sich fiir die Rate:

3 o 22 a2 2 (200
= Pl (1 —7r°)*(M*GF)*|Vas| Ve M (3.28)
Dies ist in Ubereinstimmung mit Ref. [18].
Der massenabhéngige Faktor r?(1 — r?)? (mit 7 = %>) hat sein Maximum

bei 70 = % Dies entspricht hier m~ = 3,7 GeV. Am néchsten an diesem
Wert liegen das b-Quark und eben das 7-Lepton. Der (b, 4) Endzustand ist
jedoch stark C'K M-unterdriickt. Weiterhin gibt es noch zwei weniger stark
C K M-unterdriickte Endzustinde, die ein c-Quark enthalten.

Unter Beriicksichtigung der Farb- und C K M-Faktoren ergibt sich (Die Masse
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des jeweils leichteren Teilchens wird vernachlissigt.):

Tes = 36,40-10 eV =255-107° TH»™*  (3.29)
T,p = 25,66-10%eV =17,9-1073 I5»™  (3.30)
e = 1,86-10%eV  =1,3-10"° TE»™  (3.31)
L, 106-107% eV =74,4-107° T>  (3.32)
I, = 13,8:107°eV  =9,68-107° T'3™  (3.33)

(3.34)

Fb,ﬁ = 2, 59. 1(]*9 eV — 1’ ]1 - 10—6 ng't()tal

YT = 64,04-10%eV  =44,78-107° TEP"  (3.35)

(mp=4,25 GeV, m.=1,2 GeV, m,=0,1 GeV, T57*=143 1073 eV)
Variiert man die Masse des c-Quarks, ergeben sich die folgenden Werte fiir
das Verzweigungsverhéltnis (BR=I"/T'3” fotaly.

m. in GeV BR
1,2 44,78 -1073
1,323 50,05 - 103
1,491 57,74-1073
1,563 61,17-103
1,65 65,42 - 1073
1,9 77,00-1073

Das analytische Ergebnis fiir zwei massive Teilchen lautet:

3
D= 5+ )1 - 07+ ) (- (0 + 1) — 2rdrg
2
(G Va1Vl P 0t (3.36)

Fiir 'z, (die Rate mit dem grofiten Verhéltnis [2< &= L) ist der Fehler, der

sich durch Vernachléssigen der kleineren Masse ergibt, unter 1% (0,74%).
Zum Vergleich: Derselbe Fehler in dieser Rate ergibt sich auch fiir m, =
1, 2005 GeV statt m, = 1,2000 GeV.
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3.2.3 QED-Korrekturen zur Annihilation mit masse-
losem Endzustand

Y J1 f
c w c W
c
Ja v fo
bil fi
b b
B e (R Fa v
c w c w
fa fa
S
¢
B, - ----
C 1
v fo

Da fiir den Zerfall des 'Sy-Grundzustandes der Born-Prozess bei masselosem
Endzustand keinen Beitrag zur Zerfallsrate liefert, miissen die reellen QED-
Korrekturen endlich sein, denn die Interferenzterme der virtuellen Korrektu-
ren mit dem Born-Graphen wiren von gleicher Ordnung, miissten also mit
beriicksichtigt werden, verschwinden aber mit der Born-Amplitude.

Das Matrixelement ist dann:
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_ . ) —1eV, 1—’}/5
V3e 0e(pe) (—ieQey” ! veVeh  u
€5,0c(Pe) ( Qv)pv_ b sy 2

S e PR = BUEES S
v
P%V—m%v \/_sm9W7 2 2\P2

—1eVy 1 — s ) .
+\/_ c\Me —1 P *
30l )\/_s infy 2 b by mb( e Jun(p)e

( ng + pW,U/fVWU)

Up (Pb)

—161/1*2 1/1 — 75

L v
vy —my 1 (p1) <\/§sin QW’Y 2 ) 2(p2)
1€V 1—7 Z'(_ PM?PP)
+\/§ﬁc(— R 5)u w
\/ﬁsinﬁw7 2 ’ M? —m?,

ie((—py +pw) 9’ + (—pw — P)*¢"" + (P + py)"9**)
7,( — Gov + an:%)VWG 7,6‘/1*2 v 1-— Y5

€ 0 )v
Py —miy 1(\/§sinow7 2 /7

1€V 1—7 "( - PP?PP)
+\/§v}( - L h 5)u W
V2 sin 0W7 2 M2 — m2,
o eV 11— 75) l , .
—ie v
l(ﬂSiHGW/Y 92 /pl_ /P( Q2 /é'y) 2
PP,
_ 1€V 1—s ( Gup + ,,)
+\/§,UC( - . 7“ ) b 2
V2 sin By 2 M? —m?,
u1(—ie v
1(—ieQ 4 ),ﬁﬁ- ,ﬁy(\/_mnOny 2 2

Hierbei sind die Faktoren 1/3 wieder die in den voran gegangenen Abschnit-
ten erwihnten Farbfaktoren. m, ist sehr viel gréfier als M? oder die Ska-

larprodukte der Impulse, die im Bereich von M? liegen. Die Entwicklung in
M2

€ ‘/;bv 1 QC * L = AV
A==Vt oo Al bet mnfum)(wofen)
Qb _ * — v
+ o —p)2 —m2 (Uc% (Ho— Dy + M) /éyub)(ul’YLUZ)
Q2 — — v *
- m(vc% up) (Uryg (P~ p1) £yve)
o

W(ﬁc’ﬁub)(% /éj;(pl‘F ,[97)7;@2)) (3.37)




30

3. PROZESSE

fiihrt auf die Amplitude der vier-Fermion-Wechselwirkung in der Fermi-Theo-
rie. Hierbei ist € die Polarisation des Photons, p; ist der Impuls des Teilchens
»1%, Q; ist die zu Teilchen ,i“ gehérende Ladung (in Einheiten von e) und

(3.38)

Der Beitrag des Tripel-Eichboson-Graphen ist vollstindig mit ml; unter-
w

driickt und taucht daher in der niedrigsten Ordnung in T]:[—; gar nicht auf.
w
Die Projektion auf den L = 0 Zustand fiihrt auf:

A= — \/§¢e2\/§GFVC,,V12; \/1_3(_)

( = MG (= TEP = M)+ M=)

(2me)(p,P)
_ (6;:7(:)1(7;“2); [,y ( L(P+M)- py) /g;(/erM)(_%)]
- (inplTr[ y (P + M) (=) | (@ (P— p1) £rv2)
ﬁTT[ﬁ(/I’+M)(—%)} (@ £ (p+ p7)7;v2)) (3.39)

Sei nun der Gesamtdrehimpuls J = 0. Dann lassen sich die beiden letzteren
Terme noch vereinfachen, denn die Spur in diesen Termen ergibt schlicht
—2P,. Mit P = p; + p2 + p, und der Dirac-Gleichung folgt dann:

A= — ﬁie?\/iGF%bVQ;\/l—é(—)( 177V2)

( - e ] (- e - )P+ 30(-2)]

(2m0)(p7 2
Qb LM * -
- MWTT {% (ﬁ(/P‘FM)— /va) Ié'y(/P+M)(_‘—‘):|
+ 2(Q1 - Q2)€fw> (3.40)

Dies zeigt, dass die Amplitude (bis auf C K M-Faktoren) nicht davon abhéngt,
ob das B in leptonische oder hadronische Endzustéinde zerfillt. Es gilt in
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jedem Fall Q1 — Q2 = —1. Die Rate ist nun:

b= 2M16 )3 /d‘“/ dzy A* (21, 2,) A(21, 2) (3.41)

1
= d d G7Va|*[Via[*|¢"=°
iy 4o [ A aG VAVl l6 o)
(2my — )(1—3:7( (l—xl) + mi(z1 +zy — 1)?) (3.42)
x2 '
v
mit den Integrationsvariablen
P-p
T, = 2 M27 (3.43)
P-p
ry = 2 e s (344)

so dass man am Ende (mit R,5; = 0,54 und V,, = 0,04)
(14 3Rus)*(1 + R%))
13273(1 — R2,)?

(2my — m)*(mf + me) |¢(0)[?
8647T3(mbefc)2 Vol a(GrME =M (3.45)

= 99,0-10° eV =69,2-10 % D57 fiir [Vio| =1  (3.46)

r |‘/cb|2a(GFM2)2‘¢( )‘ZM

erhalt.

Betrachtet man die moglichen Endzusténde (e™,7,), (#~,7,), (77,7;), (d,4),
(s,a), (d,¢), (s,¢) alle als masselos und vernachlissigt den C' K M- und Phasen-
raum-unterdriickten Endzustand (b, @), ergibt sich mit (n, = n, = 3) folglich
noch ein Faktor n; + n¢(|Vaa|? + [Vas|* + [Vea? + [Ves|?) = 8,99 und somit:

I'=890-10 %V = 0,622 102 TP (3.47)

Die Beitrége der Graphen mit Abstrahlung im Anfangs- und Endzustand

sind jeweils drei bis viermal so grofl wie die Gesamtrate und heben sich teil-
weise gegenseitig auf.
Um etwa einen Faktor vier bis neun (je nach Wahl der Massen) ist die hier
errechnete Rate dann auch zusitzlich zu o gegeniiber der gesammten Born-
Rate mit massivem Endzustand unterdriickt, wobei dies nicht urséchlich mit-
einander zu tun haben muss.

Fiir J = 1 tritt eine Infrarotsingularitéit in der Photonenergie auf. (Dies
ist moglich, da der Bornterm fiir J = 1 ein endliches Resultat lieferte.) Um ein
endliches Ergebnis zu erhalten, miissten die Interferenzterme von Propaga-
tor-, Bein-, Vertex-, und Boxkorrekturen mit dem Born-Prozess beriicksich-
tigt werden.




32

3. PROZESSE

3.3 Der Strahlungsiibergang B} (°S;) nach B,
(*S0)

Hier ist sowohl der Anfangs- als auch der Endzustand ein Bindungszu-
stand. Die Relativimpulse sind iiber den Impuls des Photons miteinander ver-
kniipft. Die Energie des Photons wiederum ist durch die Massen des Triplett-
und Singlettzustandes fest vorgegeben. Es treten keine Farbfaktoren auf -
bzw. die Farbfaktoren heben sich gegenseitig auf. Der Grund hierfiir ist, dass
man zwei Faktoren LNC aus den Normierungen der beiden Farb-Singlett-
Zusténde und jeweils einen Faktor N, aus den Amplituden definierter Farbe
aus Anfangs- und Endzustand bekommt. Der resultierende Faktor N, wird
jedoch dadurch wieder aufgehoben, dass Spuren iiber zwei Projektoren auf
unterschiedliche Farb-Antifarb-Kombinationen, wie z.B. Tr[r @ rb ® b] = 0
verschwinden, und somit nur N% der moglichen Kombinationen beitragen.

Die beiden Quarks im Endzustand werden mit ,3“ (fiir das b-Quark) und
,4“ bezeichnet.
Da bei Abstrahlung vom b-Quark

P3 = Db—(q (3.48)

bPs = DPc (349)
und bei Abstrahlung vom ¢-Quark

Ps = Db (3.50)

Py = Pec—4q (351)

gilt, gilt mit den Relativimpulsen im Triplett- bzw. Singlett

MePb/3) — TwP(c/4)
Pt)s) = i (3.52)

im ersteren Fall

Ps =D — —oq (3.53)
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und im letzteren Fall

Ps =pt + —4q (354)

Die Rate ist dann (z.B. nach Ref. [6]):

1 d3q AP,
r = S (2m)*6W(P, — P, —
oM, / (27)32¢0 / Gmymaps o) O (B 4)

\/2Mt vV 2Ms / d3pt N (_,)
V2o 2me Zmg/2m, | @m)p P
x [ = Me Me elm.
(‘I’Bc (Pt — 570) < 7P — M‘”Jb( Ipy >
2
m

+0%, (5 + (3.55)

5 my
< e J(elm.) > )
Mq) Vs pe+ 37 A e

Wobei ¢ den Photonimpuls, p den Relativimpuls und P,, P;, M, und M,
den Schwerpunktimpuls bzw. die Masse des Anfangs-(Triplett-) bzw. End-
(Singlett-)Zustandes bezeichnen. p ist wieder die reduzierte Masse, die (als
globaler Vorfaktor) fiir beide Zusténde gleich angenommen wird. Die Nor-
mierungen sind

W) = / B2 D(F) (3.56)
O(F) = / (;'Z?’T’;ge—iﬁ"qf(m (3.57)
_ d’p 2 _ 3.1 (7)|2
= [ Gk = [asjor (3.58)

fiir die Wellenfunktion im Ortsraum (®) und im Impulsraum ().
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Bleiben noch die Matrixelemente. Diese sind auf Quarkebene:

< pf = g T pp > = L ! L !
COMTT T my /pY - me /) my — ¢ /P04 me
M+ /Pt)
e TT‘[ my+ —_— Me— Pe
QuTr| £y(my ’p”)(z\/th A be)

M+ P

(me— /f)c)75<m>(mb+ bo— /ﬁ)} (3.59)
1

1 1 1
VDY +my /DY + me /D) + miy /D2 + me — ¢°

chTT[ /é’y(mc_ pc"‘ /é)75 (%) (mb+ /ﬁb)
M+ P

m) £(me— Pc)] (3.60)

Eine ausfiihrliche Herleitung, wie man von Abschnitt (2.1.1) ausgehend auf
diese Amplituden kommt, findet sich im nichsten Abschnitt (3.4).

An dieser Stelle wurde noch nichts gendhert. Es wurde nur die Amplitude (fiir
freie Quarks) als Spur geschrieben, und damit die Eigenschaften des Spins
der beiden Systeme beriicksichtigt.

Es gibt nun zwei Moglichkeiten, zu einem Zahlenwert fiir die Rate zu gelan-
gen: 1) Man n#hert so weit wie moglich, um zu einer analytischen Formel fiir
die Rate zu gelangen oder 2) man setzt (aus der Schridingergleichung mit
verschiedenen Potentialen numerisch errechnete) Wellenfunktionen in die In-
tegrale ein und fithrt diese (ebenfalls numerisch) aus. Beide Moglichkeiten
wurden durchgefiihrt.

Zunichst zu 1):

Die beiden Bahnwellenfunktionen sind nahezu identisch, da sich die beiden
Hamiltonoperatoren nur durch den Hyperfeinwechselwirkungsoperator un-
terscheiden.

In den bisherigen Rechnungen wurde die Bindungsenergie immer vernach-
lassigt und es galt M = my + m.. Damit wéren die beiden Zustidnde gleich
schwer. Da die relative Massendifferenz tatséchlich sehr klein ist, ist das auch
in Ordnung, solange nicht Differenzen der beiden Massen auftreten. Dies pas-
siert jedoch nur in der Energie des Photons.

Entsprechend Ref. [16] bzw. Abschnitt (2.1.1) mochte man nun eine Ent-
wicklung im Relativimpuls durchfiihren, um mit dem in p; konstanten Term
den fiir S-Wellen dominanten Anteil der Amplitude zu erhalten. Es stellt
sich aber die Frage nach dem Entwicklungspunkt. Da die Argumente der
Wellenfunktionen unterschiedlich sind, kann man nun nicht von vorneherein

myp

e g > =

<7,pf+

(me+ ) (
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davon ausgehen, dass das Integral fiir p, = 0 (relativ zueinander ruhende
Quarks) den dominierenden Beitrag liefert. Prinzipiell gibt es drei Moglich-
keiten, wenn man zwei gleiche gegeneinander verschobene Funktionen, die
nach Unendlich gegen Null abfallen und eindeutige Maxima besitzen, iiber-
lagert:

1. Die Produktfunktion hat immer noch zwei Maxima an den urspriinglichen
Stellen.

2. Die Produktfunktion hat ein Maximum in der Mitte zwischen den ur-
spriinglichen Maxima.

3. Die Produktfunktion ist nahezu konstant zwischen den urspriinglichen Ma-
xima.

Somit konnte p, = p; £ 7 der richtige Entwicklungspunkt sein. Oder es konnte
eine Mittelung zwischen p; = —7¢q und p, = Ttq notig sein. Allgemein kann
man p; = —72q + hg mit 0 < h <1 ansetzen.

Allerdings ist Pq < P?. Da dies auch die einzigen Skalarprodukte sind, die
im Ergebnis auftauchen kénnen, besteht die Hoffnung, dass das Ergebnis nur
schwach von der genauen Wahl des Entwicklungspunktes abhéngig ist. (D.h.,
dass der dominierende Anteil nicht von h abhingt.)

Setze also in den Matrixelementen

py = pf = —72q+ hq mit 0 < h = const. < 1:
1 d3q 3P,
I= *_(2m)*W (P, — P, —
2A45J/)(2#)32q0J/i(2W)32}§)( m) o (B %)
1 ¢ Me (elm.)| ¢ d3pt Nk me.
4—,“2 <7 P — Mq“]b p; > / (27T)3‘I’Bg (pt)‘I’Bc(pt - Mq_j

d3pt
(2m)3

2
m s o T
< pt+ Rl > [ S )wy i+ | (36

Mit f = —T¢ oder f = Tt kann man die beiden Relativimpuls-Integrale
durch Fouriertransformation der Wellenfunktionen umschreiben:

d3 N % - AN Tk (N _—ifqr
/ (2:;3 U (p;) Vg, (9 + f) = /d3x<I>(r)(I> (7)e /a (3.62)
und wegen der Kugelsymmetrie kann man die Winkelintegration ausfiihren:

/ P2 D(7) D (7)e= T = / drr? p(r) PRI L) (3.63)

fqor

wobei ¢ (im Gegensatz zur vollstindigen Wellenfunktion & im Ortsraum )
nur der radiale Anteil der Wellenfunktion ist.
Bei den Matrixelementen steht als Faktor also noch die Fouriertransformierte
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der raumlichen Aufenthaltswahrscheinlichkeit an der Stelle des halben Pho-
tonimpulses. (Anm.: Dies ist nicht die Wahrscheinlichkeit, dass der Relativ-
impuls gerade f¢ ist.)

Da fqr < 1 ist (Begriindung s.u.), kann man die Exponentialfunktion ent-
wickeln. In erster Ndherung bleibt dann nur noch die Norm der Bahnwellen-
funktion stehen und diese ist eins.

Somit bleibt fiir die Rate:

1 d3q d3P, 1
I= *_(2m)*0"W(P, — P, — q)—
M, / (27)3240 / (27r)32P50( m) o (P = P q)4u2

C m l . C C mb etm. C 2
| <7, 0§ — Mcq\Jéem)\pt >+ < ypf+ eI > [ (3:64)

Warum kann fgr als klein betrachtet werden?
L | = MM = AR,
2. Die Energle der Hyperfeinaufspaltung ist nach Ref. [25] und auf die starke
Wechselwirkung iibertragen (o — $a):

321
BB =g e

2(0)[? (3.65)

. c . . 2 (u%as)3
3. Nicht-relativistisch ist |®(0)[* = “—==~.

4. Folgt man in dieser Begriindung bis hier allen Naherungen und Analogien
zum H-Atom, so kann man als typischen Abstand auch die starke Entspre-
chung des Bohr’schen Radiuses verwenden und r = 72— setzen, wodurch

man (mit |f| < 1)

iR 87T|(I)( )[? (8)4 3 M f o 2 -3
=flz — 1-R;,)<=6,8-10 3.66
erhilt. (bei oy = 0.2)
Der Beitrag der ersten Korrektur ist folglich sehr klein.

ia 3 .
Vergleicht man das nicht-relativistische |®(0)* = w mit dem |¢(0)|? =
1,144 GeV? aus Abschnitt 2.1.2 (Achtung, dort handelt es sich nur um die
Radialwellenfunktion.), so ergibt sich ca. ein Faktor 10 Unterschied in den
beiden Werten. Mit |¢(0)|> = 1,144 GeV? ist |fqr] <= 0,22 immer noch
klein. Insbesondere weil wegen der sphérischen Symmetrie die Dipolkorrektur
verschwindet und als erster Korrekturterm

é/drr (%7) 180 (3.67)
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bleibt, ist die Ndaherung gut.
Da das ¢(0) aus Abschnitt (2.1.2) bessere Ergebnisse fiir die Hyperfeinauf-
spaltung liefert (im Bereich 40 MeV, Vergl. auch Ref. [18] S.15), kann man
davon ausgehen, dass die nicht-relativistische Néherung fiir die Wellenfunk-
tion am Ursprung um ca. einen Faktor 10 falsch ist und somit die erste
Korrektur um mehr als einen Faktor 0,222 = 0, 05 unterdriickt ist.

Bleibt noch zu zeigen, dass das Herausziehen der Matrixelemente aus den
Integralen in GI. (3.61) gerechtfertigt ist. Hierzu schreibt man die Matrixele-
mente (3.59) und (3.60) mit Hilfe von

myp me
= 2P —Cg+h 6
Dy i 4+ ha (3.68)
m m
= P+ _Sg—h .
Pe T4 (3.69)

(|h| < 1) um, berechnet die auftretenden Spuren und erhélt in Gl. (3.64) eine
Rate, die proportional ist zu:

2
T o (Qb(%(l +R?) + h(1 — R?)) +Qc(2% + %(1 R - h(1- R2))>
(3.70)
Man erkennt sofort, dass h nur als Faktor vor (1 — R?) auftritt. Mit R als
dem Verhiltnis der Massen der beiden Zustéinde, ist (1 — R?) klein gegen
4m]\’j[’”. Es ist also tatsichlich unbedeutend, um welche Stelle genau zwischen
p" und p" £ %q der Relativimpuls entwickelt wird. Anders ausgedriickt: In
dem Bereich, in dem das Produkt der Wellenfunktionen méoglicherweise eine
Mittelung iiber verschiedene Relativimpulse notig machen wiirde, sind die
Matrixelemente nahezu konstant. Nun kann man die Matrixelemente (3.59)
und (3.60) vereinfachen und ( jetzt mit A = T¢) im Relativimpuls entwickeln
(d.h. die Quarks im Anfangszustand werden als ruhend genihert:
(mgt pg) = my(l £ ), ¢ = b,c), um dies anschlieflend in die Rate in Gl
(3.64) einzusetzen:

<7, p) — %qlJédm')\pf > %mbi%mceQbTr[ £y (Mot o) (1 + o)
Ame= b)ys(1+ %) (mo+ o= 4)]
= Sore@Tr| fymy(1+70)(1+%0) £
me(1 =701 + %) (mt o= 4)]
= %eQbTT[ £y £ (meyo— ,4)}

1%

—%eQbTT[ £y £Y0 /3’)’5] (3.71)
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I

mb eLm. C
< 9,8+ MQU«S )| pg >

12

14

I

Hier wurde verwendet, dass der

! ! 1T’II'bchTT'[ /é'y(mc_ /pc+ /4)75

27’)’),(, 2mc 4
(L+70)(mo+ f)(1+ %) Ame— £0)]
%WGQCTT[ /é’y(mc_ pc+ 14)75(1 + 70)
my(1+0)(1+ %) £me(1 = 0)]
%chTT[ £y (—=meyo+ A)v5%0 /é]

—T2eQCTT| £ Ay o) (3.72)

Triplettzustand transversal polarisiert ist

und somit { £, 7} = 0 gilt. auch wurde in der Spinornorm my, — ¢° = my,,

genéhert.

Der physikalische Phasenraum besteht nur aus einem Punkt:

T = 2—-u, (3.73)
z, = 1-R*:=1- %; (3.74)
Die Rate ist dann:

r = %M ! ;WR2 %Mﬂa(mbmc)QgM?xi(% + %)2 (3.75)

_ Agz“u = RW(%‘; + %)2 (3.76)

_ %(% . 2%)2(13 (3.77)

= ga(lf;zas i 1—Q;2a5)2(Az\§hf)3M (3-78)

- gy () o

Gleichung (3.77) entspricht exakt dem Ergebnis aus Ref. [32].
Weiterhin kann man noch Gleichung (3.65) einsetzen:

3
2 (14+3Ras)* [ 16(0)7 4
— 7,95 eV (3.81)
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wobei a;, = 0,2, a = ﬁ, M = 6,4 GeV und R, = 0, 54.

In der Literatur [33, 18, 23] findet man I" = 0,02 keV, I' = 0,060 keV bzw.
I' =0, 135 keV. Die grolen Unterschiede haben ihren Ursprung in der hohen

Abhéngigkeit des Ergebnisses von ¢(0), bzw. ¢° oder AE};.

Abschliefilend zeigt ein Blick auf die Amplituden (3.71) und (3.72), dass

diese sich weitgehend vereinfachen lassen:
me o e o
—7€QbT7“[ £y £ /375} = —2eQym.(7- (€X €,))

—%chTT[ £ £y A%%} = —2eQ:mp(7- (€X €))

Dies kann man weiter umschreiben. Verwende dazu:

& = (0,0,1) fiir S =0
& = (F1,—i,0) fiir S = +1
¢ = (cos¢@sind,sin ¢sind, cos )
€1 = (sing,—cose,0) cosp +
(cos ¢ cos ¥, sin ¢ cos ¥, — sin 1) sin p

€2 = —(sing,—cos¢,0) sinp +
(cos ¢ cos ¥, sin ¢ cos ¥, — cos ) cos p

(mit beliebigem p)
Damit wird

7-(€x€,1) = gocospsind fiir S=0
7 (€x&,) = %(i cos 1) cos p + i sin p)et™ fiir § = +1
7 (€x &) = —qosinpsind fir S =0
7 (€x&q) = %($ cos ¥ sin p + i cos p)e*™¥ fiir S = +1
was sich durch die Wahl p = 5 vereinfachen lédsst zu
7-(€x€, ) = 0firS=0

)
9 4y oen N
= j——e Y fir S =+£1
Rz
) = —qosind fir S =0
) = -T—& cos ¥e* fiir § = +1

V2

betragquadriert und alle Kombinationen aufsummiert ergibt sich

1 o e o 2
3217 ExE)P = 2a}

€,y

(3.82)

(3.83)

(3.84)
(3.85)
(3.86)
(3.87)

(3.88)

LW
o
©

© O Ne o)
'sN —

W w
o ©
>

(3.97)
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was letztlich wieder auf die bereits berechnete Rate fiihrt.

Numerisch wurde die Schrédingergleichung mit einem Programm geldst,
das den Numerov-Fox-Goodwin Algorithmus (Ref. [34, 35]) verwendet. Die
Rechnung wurde fiir die folgenden Potentiale durchgefiihrt:

Das Coulombpotential

4
3%s

VCoul = - (398)

da die analytische Ndherung (3.77) an die QED mit ihrem Coulombpotential

angelehnt war,
das Richardsonpotential (Ref. [36]):

4 127 1 1

V@) = 33— on; & In(l + /A2 (3.99)
V(r) = %figan <Ar - %/Y)) (3.100)
f(Ar) = %/Oquin(ZAT) [ln(1iq2) = %} (3.101)

A = 398 MeV (3.102)

sowie Viprar (Ref. [37])

+ av/r + ¢(3.103)

S [ 2vp+ 2 462In(f(r))
total—_ﬁT(r) W_@ f(T)

mit
fr) = In (WM) (3.104)
a 0,63 GeV?/? (3.105)
b = 20 (3.106)
¢ = —1,39 GeV (3.107)
Ays = 0,14 GeV (3.108)
ve = 0,5772 Eulerkonstante (3.109)
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und V; (Ref. [38, 39])

16m 1 { 2y + 2 4621In(f(r)
Vi = — 1+ -
25 rf(r) f(r) 625 f(r)
+dre ¥ +ar (3.110)
mit
f(r) = In (W%—b) (3.111)
a = 0,159 GeV? (3.112)
b = 20 (3.113)
g = 0,344 GeV (3.114)
d = 0,255 GeV? (3.115)
Ayrg = 0,2 GeV (3.116)
ve = 0,5772 Eulerkonstante (3.117)

Siehe hierzu auch die Plots der Potentiale in Anhang B: Abb. (B.1) - Abb.
(B.3) Bei der Berechnung der Wellengleichung wurde im Hamiltonoperator
auch hier der Hyperfeinterm vernachléssigt. Die Verschiebung im Impulsraum
hingegen wurde beriicksichtigt. Die Wellenfunktionen (Abb.(B.5) in Anhang
B) fiir Triplett und Singlett sind also gleich.

Alle Parameter sind so gewéhlt, dass die experimentell gemessenen Massen
von J/WU bzw. 1. und T bzw. 7, und deren Anregungszustinde im Rahmen
der Genauigkeit, die durch das Vernachlassigen des Hyperfeintermes moglich
ist, reproduziert werden. In gleicher Weise werden fiir jedes Potential die
Quarkmassen m; und m, bestimmt.

Es ergeben sich folgende Massen:

| Potential || my/GeV | m./GeV |

Coulomb 4,750 1,563
Richardson 4,918 1,491
Total 5,255 1,900
J 4,731 1,323

Fiir die Festlegung von my, wurde mit n; = 4, fiir a5(Mp,) und die Festlegung
von m, hingegen mit ny = 3 gerechnet.

Zum Vergleich: Mit diesen Quarkmassen und Potentialparametern erge-
ben sich folgende Massen (in GeV) fiir die nS J/¥ Zustéinde:
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‘ Zustand H VRich ‘ V;‘,otal ‘ VJ ‘ [22] ‘
1S 3,09554 | 3,09707 | 3,09550 | 3,09687 + 0,00004
2S 3,68489 | 3,68920 | 3,68990 | 3,68596 + 0, 00009
3S 4,09660 | 4,05831 | 4,08220 4,040 + 0,010

bzw. die T Zustinde:

| Zustand | Veien | Vitw | Vi | [22] |
1S 9,45977 | 9,46010 | 9,46071 | 9,4603 + 0,00026
2S 10,0636 | 10,0096 | 10,0283 | 10,02326 =+ 0,00031
3S 10,4165 | 10,3438 | 10,3519 | 10,3552 + 0,0005

NB: Fiir die Massen der verschiedenen B, Zusténde ergibt sich (in GeV):

‘ Zustand H VRich ‘ V;fotal ‘ VJ ‘

1S 6,373 | 6,320 | 6,345
2P || 6,788 | 6,732 | 6,769
25 6,937 | 6,393 | 6,925
3D || 7,055 | 7,006 | 7,042
3P || 7,186 | 7,128 | 7,158
3S 7,311 | 7,248 | 7,281

Die Potentiale bei den jeweils entsprechenden Y und J/¥-Energien sind
zusammen mit den Orts- und Impulsraum Wellenfunktionen in Anhang B
abgebildet.

Setzt man fiir die Massendifferenz zwischen Triplett und Singlettzustand
AM =100 MeV, erhilt man fiir die Ubergangsrate (I'y_sg in eV):

| Potential || numerisches Resultat | (3.77) |

Coulomb 442,13 297,096
Richardson 431,52 336,858
Total 197,01 193,360

J 629,34 439,701

fiir AM = 50 MeV:
| Potential || numerisches Resultat | (3.77) |

Coulomb 51,378 37,872
Richardson 53,973 42,929
Total 24,702 24,645

J 79,247 56,039
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und fiir AM =10 MeV:

| Potential || numerisches Resultat | (3.77) |

Coulomb 0,39249 0,30781
Richardson 0,43334 0,34883
Total 0,19867 0,20029

J 0,63571 0,45539

In der dritten Spalte steht der Wert, der sich ergibt, wenn man in Gleichung
(3.77) die entsprechenden Werte fiir die Quarkmassen, mit denen die jeweili-
ge numerische Rechnung durchgefiihrt wurde, einsetzt. Die Vegasintegration
(Ref. [30, 31]) wurde in allen Fillen mit 107 Stiitzstellen und 20 Iterationen
durchgefiihrt. Die Relativimpulse wurden bis p.,; = 40 GeV integriert. Dort
liegt der Wert der Impulswellenfunktion (im Falle des Richardsonpotentials)
nur noch bei ca. 7- 1078 mal dem Wert des Maximums am Ursprung.

Die Ergebnisse variieren stark. Betrachtet man die Plots in Anhang B, findet
man sehr dhnliche Wellenfunktionen bei unterschiedlichen Potentialen und
Quarkmassen. Die Ergebnisse der numerischen Integration héngen also nur
sehr wenig von den gewihlten Wellenfunktionen und viel stirker von den
Quarkmassen und natiirlich der (gewéhlten) Energie des Photons, die nahe-
zu der Hyperfeinaufspaltung entspricht, ab.

Die numerischen Ergebnisse weichen nur wenig von der g3-Abhéngigkeit aus
Gleichung (3.77) ab.

3.4 Der Zerfall B. — n. [ vy

Im Gegensatz zum Strahlungsiibergang B} — B, ist jetzt der Riickstof nicht
mehr vernachlissigbar. Das bedeutet auch, dass die Wellenfunktionen signi-
fikant gegeneinander verschoben sind. Zudem gibt es zwei Energiebereiche,
die getrennt betrachtet werden miissen:

Der ,,weiche“ Bereich, in dem man alle Gluonen als bereits im Potential
beriicksichtigt betrachtet, und der ,harte“ Bereich, in dem der Prozess im
Wesentlichen durch ein hartes Gluon vermittelt wird.

Der Feynmangraph zum weichen Prozess:
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Zunichst der harte Anteil des Zerfalls B, — Charmonium :

Durch das Gluon sind die beiden Relativimpulse (im B, und im Charmoni-
um) prinzipiell unabhéngig von einander. Damit kann man auch auf beide
unabhiingig voneinander den Formalismus aus Abschnitt (2.1.1) anwenden.
Ganz allgemein sieht die Amplitude dann so aus:

11 ¢y [ d*p;
T 2 U (p) ¥ 5 (py)vO1v4u30 3.118
2120y / (27‘(’)% / (2%)3 (ﬁ) J(pJ)U 1V4u309uy ( )

Folgt man Abschnitt (2.1.1), ist dies unmittelbar:
1 [ d®p;

- Tr[(0104 ® 305) | (psy (P + M),
2] (on)? r[(O1v4 ® U302) | (p—0) (P Mss, |

(3.119)
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wenn das B, in einem Bahndrehimpuls L = 0 Zustand ist.

Grofen, die in beiden Mesonen auftauchen, sind mit einem Index ,,J“ verse-
hen, wenn sie sich auf das Charmonium beziehen und haben keinen zusitzli-
chen Index, wenn sie sich auf das B, beziehen. So z.B.: die Mesonmasse M,
der Relativimpuls p, der Gesamtimpuls P, die Wellenfunktion im Impuls-
raum ¥, der radiale Anteil der Wellenfunktion im Ortsraum am Ursprung
#"=0(0), die reduzierte Masse u und der Projektor Ilgg,. Die vier Fermionen
im Endzustand sind durchnummeriert: ,1“ und ,2“ bezeichnen die (masse-
losen) Fermionen, die aus dem Zerfall des W entstehen, ,3“ bezeichnet das
c-Quark im Charmonium, das aus dem Zerfall des b-Quarks hervor geht. 4
schliellich bezeichnet das ¢-Quark, das auch im B, schon ein solches war.
Entsprechend sind auch die Spinoren 1, vy, %3 und v4 zuzuordnen. Die bei-
den O werden durch den Prozess bestimmt und unten angegeben. Gl. (3.119)
formt man um:

_ L [P gy 10 90 o
= 3] s g var L {OP M s, 01 oo

(3.120)
und erhélt eine Amplitude genau in der Art von GI. (2.20). Hierdurch wird
es moglich, alle Entwicklungsschritte wie in Abschnitt (2.1.1) ein zweites
Mal durchzufiihren. Der einzige Unterschied ist, dass man nicht verschiedene
u ® v, sondern das adjungierte v ® % aufzusummieren hat. Folglich und nach

Gl. (2.29) ergibt sich:

Z <s, E‘S, Sz > 1)4(0,8) ® ﬂ3(0, 5)

S8

=Y <5,55,S. > u3(0,5) ® 0(0, 5) (3.121)
__ L G5 (3.122)
= 972 Yo)llss, .

= I+
= _HJ,SSZﬁ (3.123)

Im Ruhesystem des Charmonium!
Dies ergibt,

A = —k T’I"[OQ(/P + M)HSSzOlﬁJ,SSZ(PJ + MJ)]p:pJ:0(3'124)
11 ¢"°(0)457°(0)
447 MMJ

(3.125)

mit Kk =
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Die freie Amplitude fiir diesen Prozess wire nun:

.A = —C’al")/f’vg
vy La ( ! L+ ! ) (3.126)
VeV V4—5U S S u .
Y 4q§ 3 ’YN /éc _ mcr}/L L ,41) _ mb,Yli b

4
mit ¢ = 347Ta52\/§GFVCb (3.127)

wobei hierin bereits iiber die Gell-Mann-Matrizen summiert AgA\y0qp = 13—6 und
der W-Propagator mit Fermis 4-Fermion-Wechselwirkung genédhert wurde.
@, 44, g» und g, sind die Impulse der vier inneren Teilchen W-Boson, Gluon,
b- und c-Quark.

Damit sind die Operatoren (bis auf die Konstante C)

Of =~* (3.128)
0%, = (o e+ el + s + ) ) (3.129)
o = qg 2 — m2 Yul e T M)V qg — mg Yo\ Ay T+ Ty )Yy ) -0

was in nullter Ordnung der Relativimpulse, d.h. mit

mp
= p 1
wo= (3.130)
me
= p 131
1
ps = §PJ (3.132)
1
ps = 5Py (3.133)
1
“ = P-3P (3.134)
me
G = PP (3.135)
oo 1
4§ = —<p__p, (3.136)




3.4. DER ZERFALL B, — n. | vy

47

zu

Ofo = " (3.137)
N
w0 T (mep 1Py
1 Me )
<(pJ —mep)2 _ mg'yu(ADJ Y P +m )y
1 ) 1
+(P _ %PJ)Q _ mz’VL(f 3 P+ mb)’)/u) (3.138)
_ oM 1
M, (MM, — Py)?
M 1M
(E%((MJ+ Pr) — iﬁJ(M_ P))’YZ
s (04 P) - 504+ 1)) (3.139)

wird. Ab hier wird der Index ,,0“ bei den Operatoren weggelassen. Die Ope-
ratoren verstehen sich ab jetzt immer in nullter Ordnung Relativimpuls.
Hierbei wurden

M
me = TJ (3.140)
M
my = M_TJ (3.141)

gesetzt.

In Oy, deutet sich auch schon das Problem der Divergenz fiir P; = (M, 0)
an. Es kommt dadurch zustande, dass die Nenner der drei Propagatoren
proportional zueinander sind:

1M,

2 2 2
M
g —me® = =g —mj) (3.143)
G —m; = MM;—P-P; (3.144)

Mit den Operatoren (3.137) und (3.139), den Konstanten x und C, dem
auslaufenden Strom aus Gl. (3.126) und der Amplitude (3.124) wird fiir den
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Ubergang ‘B, nach 7,

S AA = IWPIP TS

§182

— 5
5 Y

Tr[O3, (£ + M)vs Otvs( L1 + My)]
(Tr[03,( P+ M)ys Ofys( s + M)])" (3.145)
= 1024|x[?|C|?
2=2r;+z,)*((1—z1)(z1 +2;—1) = 13)
r2(zy — 2ry)*

wobei s; und sy die Spins der auslaufenden Fermionen ,,1° und ,,2“ sind und

(3.146)

P.
o = 2 Mfl (3.147)
P.P, M2 Q@
M
ry = ﬁ‘] (3.149)
ist. Somit ist die Rate:
1 ]\42
= 21C|* 1024
/1+7~J/dan 2-2r;+2,)*((1—z1)(z1 + 35— 1) — 73) (3.150)
z ! T%(.’I?J — 27'J)4 )
- 21012
/H&Jx y(Q—QTJ'i‘.TJ)Z(.TJ‘i‘QTJ)\/.T?]_4T3 (3.151)
27‘J 7 3 T?](x.] - 2TJ)?’ .
_ C2
2
§2L/WT%@——4mwﬂm+mt%>
3 M $(1 =m0 =)
QZ
\/(1 -5+ rJ) — 42 (3.152)
wobei
1
oF = 5(2—mJi,/x3—4r3) (3.153)
2
A (3.154)

M2
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d.h. also:

, A0
dQ?

16 o vy, OF [95°(0)
573 %(GFM) Voo™ 3 Ve
(2= + (=) (A +72)° = 1)

(=m0 = )’
Q? 2
\/(1_W+TJ) —4T'J

Mit folgenden Parameterwerten

Gr

Ve
6"=°(0)[?
Ok
M
My,
ry
QZ
M2

Qs

bo

by

1,16639-107° GeV 2
0,04

1,144 GeV?

0,4929 GeV?

6,4 GeV

2,9792 GeV

14”7
¢ = 4
i 0,4655

(1 —ry)? 0<z<1

4T b; In ln e

as (Mlzgc ) = M2 b

by In 0 In?

A
0,215
11 2
—-n

3 f

19
51— —

3
4

0,2 GeV

(3.166)
(3.167)

ergeben sich mit verschiedenen z die folgenden Werte fiir die differentielle

Rate (3.155) M? d‘g2
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| x | M?5inGeV| x | M°ZinGeV| x | M? 7 inGeV |
0,00 | 6,3163-10""* [ 0,34 | 1,5266-10""% || 0,68 | 7,9190-10"'3
0,01 | 6,4479-10~"* [ 0,35 | 1,5786-10"'% || 0,69 | 8,5310-107'3
0,02 | 6,5840-10~"* [ 0,36 | 1,6333-10"'% || 0,70 | 9,2142-107"3
0,03 | 6,7246-10"" [ 0,37 | 1,6908-10~" || 0,71 | 9,9798-10~"°
0,04 | 6,8700-10"* || 0,38 | 1,7516-10"13 | 0,72 | 1,0841-10 '2
0,05 | 7,0204-10"™ [ 0,39 | 1,8156-10"" || 0,73 | 1,1814-10""2
0,06 | 7,1760-10""* [ 0,40 | 1,8833-10""% || 0,74 | 1,2919.-10 12
0,07 | 7,3371-10~" [ 0,41 | 1,9548-107" || 0,75 | 1,4179-10"'2
0,08 | 7,5040-10~"* | 0,42 | 2,0305-10"" || 0,76 | 1,5625-10~'2
0,09 | 7,6769-1071* | 0,43 | 2,1107-10~% || 0,77 | 1,7292-10'2
0,10 | 7,8561-10""* [ 0,44 | 2,1957-107"% || 0,78 | 1,9228.-107'2
0,11 | 8,0419-10"™ [ 0,45 | 2,2859-10""% || 0,79 | 2,1492.10'2
0,12 | 8,2347-10"™ [ 0,46 | 2,3818-10~"% || 0,80 | 2,4159-10"'2
0,13 | 8,4347-10"" [ 0,47 | 2,4839-10~"% || 0,81 | 2,7327-10"'2
0,14 | 8,6424-10'* | 0,48 | 2,5926-10~'% || 0,82 | 3,1126-107'2
0,15 | 8,8582-10~"* [ 0,49 | 2,7085-10~"% || 0,83 | 3,5727-10"'2
0,16 | 9,0824-10"* || 0,50 | 2,8324-10713 | 0,84 | 4,1364-10712
0,17 | 9,3156-107"* | 0,51 | 2,9648-10~% || 0,85 | 4,8362- 10712
0,18 | 9,5582-10~™ [ 0,52 | 3,1066-10""% || 0,86 | 5,7177-10"'2
0,19 9,8106-10"™ [ 0,53 | 3,2588-10""% || 0,87 | 6,8468-10"'2
0,20 | 1,0074-10" [ 0,54 | 3,4222-10"® || 0,88 | 8,3214-10 12
0,21 | 1,0347-107" | 0,55 | 3,5981-10~" || 0,89 | 1,0291-10~!!
0,22 | 1,0633-10"" [ 0,56 | 3,7877-10~" || 0,90 | 1,2994-10"'!
0,23 | 1,0931-10"" | 0,57 | 3,9923-10"" || 0,91 | 1,6824-10"'!
0,24 | 1,1242-107'% | 0,58 | 4,2137-107"% || 0,92 | 2,2469-107!!
0,25 | 1,1567-10"" [ 0,59 | 4,4537-10"" || 0,93 | 3,1214-10"!!
0,26 | 1,1906-10"" [ 0,60 | 4,7143-10"" || 0,94 | 4,5657-10"1!
0,27 | 1,2261-10""% | 0,61 | 4,9979-10"% || 0,95 | 7,1653-10"'!
0,28 | 1,2632-10"% || 0,62 | 5,3072-10~1% | 0,96 | 1,2453-1071°
0,29 | 1,3020-107'% | 0,63 | 5,6455-10"% || 0,97 | 2,5433.1071°
0,30 | 1,3427-10"" [ 0,64 | 6,0162-10~" || 0,98 | 6,9727-10~1°
0,31 | 1,3854-10" [ 0,65 | 6,4236-10"" || 0,99 | 3,9241-10°
0,32 | 1,4302-10"" [ 0,66 | 6,8726-10~" || 1,00 00

0,33 1,4772-107" [ 0,67 | 7,3688-10" 13
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Nimmt man hingegen o an der Stelle des tatséchlichen Impulsiibertrages

des Gluons

nf
nf
nf
nf

nf

47 B b_lln In i—%
bo In i—% b In? K—%
0,2 GeV
11 2
——n
3 f
19
Me 1
(pe — pa)* = (ﬁP - EPJ)Q
M2 Q2
(5 - a-np)

0 fiir 4/¢2 < 0,003 GeV

1 fiir 0,003 GeV < qg < 0,006 GeV
2 fiir 0,006 GeV < /g2 < 0,1 GeV

3 fiir 0,1 GeV < \/% < 1,491 GeV

4 fiir 1,491 GeV <4 /q3;

erhilt man diese Tabelle:

(3.168)

(3.169)
(3.170)
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| x | M?5inGeV| x | M°ZinGeV| x | M? 7 inGeV |

0,00 | 1,5826-10""% [ 0,34 | 4,8811-10"% || 0,68 | 4,3007 1012
0,01 | 1,6245-1071 | 0,35 | 5,0961-10% || 0,69 | 4,7621-10'2
0,02 | 1,6681-107'% [ 0,36 | 5,3248-107"% || 0,70 | 5,2940-10~'2
0,03 | 1,7134-10"" [ 0,37 | 5,5683-10" || 0,71 | 5,9106-10~"2
0,04 | 1,7605-10"" [ 0,38 | 5,8278-10""% || 0,72 | 6,6296-10~'2
0,05 | 1,8096-10"" [ 0,39 | 6,1048-10"" || 0,73 | 7,4732-10~12
0,06 | 1,8606-10"" [ 0,40 | 6,4008-10"" || 0,74 | 8,4702-10"'2
0,07 | 1,9138-107" [ 0,41 | 6,7173-10"" || 0,75 | 9,6572-10"'2
0,08 | 1,9693-10- || 0,42 | 7,0564-10~'3 | 0,76 | 1,1082-10!!
0,09 | 2,0271-1071 | 0,43 | 7,4201-10~1 [ 0,77 | 1,2809-10~%
0,10 | 2,0874-107"% | 0,44 | 7,8107-107" || 0,78 | 1,4921-107!!
0,11 | 2,1503-10" [ 0,45 | 8,2308-10"" || 0,79 | 1,7535-10"!!
0,12 | 2,2161-10"" | 0,46 | 8,6834-10"" || 0,80 | 2,0808-10~'!
0,13 ] 2,2848-10"" [ 0,47 | 9,1715-10~" || 0,81 | 2,4966-10~'!
0,14 | 2,3566-10""% | 0,48 | 9,6990-10~" || 0,82 | 3,0329-10~'!
0,15| 2,4318-10"" [ 0,49 | 1,0270-10"" || 0,83 | 3,7371-10""!
0,16 | 2,5105-107* | 0,50 | 1,0889-10~'2 | 0,84 | 4,6808 10!
0,17 | 2,5929-107* | 0,51 | 1,1561-10"'2 | 0,85 | 5,9759- 10~
0,18 | 2,6793-10"" [ 0,52 | 1,2293-10""% || 0,86 | 7,8032 10!
0,19 2,7698-10"" [ 0,53 | 1,3091-10""% || 0,87 | 1,0468-10"1°
0,20 | 2,8649-10"" [ 0,54 | 1,3963-10""% || 0,88 | 1,4516-10"1°
0,21 | 2,9647-107'% [ 0,55 | 1,4917-10"'% || 0,89 | 2,0976-10~1°
0,22 | 3,0696-10~" [ 0,56 | 1,5965-10~"2 || 0,90 | 3,1964-10~1°
0,23 | 3,1800-10"" [ 0,57 | 1,7118-10"" || 0,91 | 5,2288-10"1°
0,24 | 3,2961-107'3 [ 0,58 | 1,8389-10"'2 || 0,92 | 9,4473-1071°
0,25 | 3,4183-10""% [ 0,59 | 1,9795-10""% || 0,93 | 1,9815-10"%
0,26 | 3,5472-10""% [ 0,60 | 2,1354-10"'% || 0,94 | 5,3224-107%°
0,27 | 3,6831-10"'% | 0,61 | 2,3087-10"'2 || 0,95 | 2,3093-10 98
0,28 | 3,8266-1071% | 0,62 | 2,5021-10"* || 0,96 | 3,4592- 10797
0,29 | 3,9783-107"% | 0,63 | 2,7186-10"'2 || 0,97 | 1,2875-107%
0,30 | 4,1386-10"" [ 0,64 | 2,9617-10""% || 0,98 00

0,31 | 4,3083-10" [ 0,65 | 3,2358-10"2 || 0,99 00

0,32 | 4,4881-10"" [ 0,66 | 3,5459-10~"% || 1,00 00

0,33 | 4,6788-10""% [ 0,67 | 3,8984 1012

Selbst fiir die weniger divergente Wahl o, (M3 ) ergibt sich das Problem,
= M?(1 —ry)? in dritter
= M2 (1 — TJ)2,

dass die differentielle Rate fiir maximales ()
Potenz divergent ist. Integriert man (3.155) nicht bis @

2
max

2
mazx
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sondern bis @2, = M? (1 — ) (1 —ry)? mit 0 < A < 1, erhiilt man eine in

maxr

A divergente Funktion, deren divergentester Anteil

1024 G Vi 05 6° 65

(3.180)
81 M3 (1—ry)° 7“3/2 \3/2

ist.

Physikalisch geschieht fiir Q? = Q2,, = M? (1 — r;)? folgendes: An dieser
Stelle erhélt das Charmonium keinen Riickstof. (Zusétzlich ist dieser Punkt
im Phasenraum dadurch gekennzeichnet, dass das Gluon iiberhaupt keinen
Impuls iibertridgt.) Nun hat man aber die Ndherung im Relativimpuls un-
ter der Voraussetzung durchgefiihrt, dass dieser klein ist gegen alle anderen
auftauchenden Impulse. Wenn die anderen Impulse aber alle verschwinden,
ist die Voraussetzung zur Ndherung nicht mehr gegeben und man muss die
Rechnung fiir diesen Bereich verschwindenden Riickstofles, in dem das Gluon
wegen seiner Weichheit bereits im starken Potential beriicksichtigt ist, ge-
trennt durchfiihren.

Dies geschieht im Folgenden:

Der weiche Anteil des Zerfalls B, — Charmonium [ v,

Auch hier schreibt man die Amplitude in Form einer Spur, in der die
Spinor-Matrizen die Projektoren auf die Drehimpulszustédnde bilden:

1 1 1 1
A = —2V2iGrV,
VDY +my /P2 + me /D + me /P + me
1 1—7
Tr|+* 2 (mpt+ ) (M+ P)ys

MM, 2

(me— pe)(me— pa)ys(My+ Pr)(me+ ps)|(3.181)
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was sich wegen p, = p. vereinfachen lisst zu

1 1 1
VP + My /DY + me (pg + mc)

2 1-—
Me [q/“

A = —2\/§’LGF‘/C[,

i 7 (it p)(M+ P)(met p)

(Ms+ £r)(me+ /?3)} : (3.182)

Aquivalent zur Vorgehensweise beim Strahlungsiibergang ergibt sich die Rate

d*Py &’pi d’p3 4
= 2 W(p_p, —
o5t ryars | e @100 = = @

VoM 2N
V2myn/2me \/2me/2m,
2
/(;i) U, (P)¥ (P + %ﬁ—%é)mml_ Sug| (3.183)
Im Weiteren ist
Me = % (3.184)
my = M—% (3.185)

Nimmt man die Spur in Gl. (3.182), ersetzt die Impulse der Quarks durch
Schwerpunkt- und Relativimpulse und beriicksichtigt das Integral iiber den
Relativimpuls erhélt man folgende Struktur:

d3p c= 1o
A= [ e P - 50)4
= [ @onors+ [ e (3.186)
+ / Epfs(p)p* + | dpfa(p)e™ o (3.187)

= FRP!+EQ"+ / cpfs(p)p* + / d>pfi(p)e™7 9P (3.188)
= G1P} +GQ" (3.189)
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Das letzte ,,=* fordert die Lorentzinvarianz.
Damit wird die Rate in Gl. (3.183) zu

d’Py d*p} d3ph .
b= 2m) 16 (P — Py -
2M/ 27r 32P0/ 27)32])(1)/(2#)321)3( ™) 0 7 — Q)

—A*A
(2M — MJ)MJMJ s
L=y 1=
VaV27Y B

’EL{Y“ U1 (3190)

Multipliziere nun Gl. (3.189) einmal mit P;, und einmal mit Q,,.
Dies ergibt zwei Gleichungen:

M} 4+ FQ-Pr+Fa+0 = GIM?2+G,Q- Py (3.191)

FQ -Pr+FKQ*+Fp+0 = GiQ-P;+GyQ? (3.192)

wobei
Fa= [ @ohio)p- s (3.193)
Fp = / d’pfs(p)p- Q (3.194)

Auflésen des Gleichungssystems ergibt fiir den Formfaktor G:

Fy—9tiry
Mj— =5+

( G wird nicht benétigt so lange die beiden freien Fermionen masselos sind,
denn @ = p1 + p2 und w1 (p1)( b1+ p2)va2(p2) = wi(p1)(m1 — ma)va(p2) = 0.)
Interessanterweise verschwindet der in (G; auftretende Nenner fiir maximales
Q? (vergl. Gl. (3.210)). Wie sich aber zeigen wird, gleichen andere Faktoren
diese Divergenz mehr als aus.

Fasst man nach diesen Schritten nun alles zusammen, treten in Gy sieben




26

3. PROZESSE

Integrale auf:

/(;.PT;%C (P) ¥ (7 + %ﬁ - %@)Sw(p) (3.196)
/ (321;3\1’*30 (P) ¥ (P + %ﬁ - %@)Sw(p)(Q *p) (3.197)
/ (ZTZ;‘I’ (P) ¥ (7' + %ﬁ - %é)sfv(m (Q-p)? (3.198)
/%\Dh (D) Wy, (' + %ﬁ - %Q)SN(p)(pJ p) (3.199)
/%\DEC D)y (P + %ﬁ - %Q)SN(p)(pJ - p)? (3.200)
/%‘I’EC () ¥ne (P + %ﬁ - %@)Sw(p)(Q -p)(P; - p) (3.201)
/(;%i*»%c (P) ¥ (P + %ﬁ - %@)Sw(p)z? (3.202)
wobei
1 1 1

SN (p)

(3.203)

VD) +my \/pS + me (pg +mc)

die Spinornormen aus Gl. (3.182) sind.

An dieser Stelle sind in Wirklichkeit mehr als sieben Integrale zu 16sen, da
die 0-Komponente des Relativimpulses p eine Funktion des rdumlichen Re-
lativimpulses ist.

Allerdings kann man mit den folgenden Umformungen und daran anschlie-
Benden Niherungen die Zahl der tatsédchlich auftretenden Integrale noch re-
duzieren:

Ab hier gelten alle Gleichungen im Ruhesystem des B, (P = (M, 6), P=-Q
und M = P9 + Q°):

Wegen
Mj=Pj=(P-Q) =M —2MQ"+Q’ (3.204)
ist
1
o_ - 2 2 as2
Q= IM (M* + Q" — Mj) (3.205)
und damit

(M2 4+ @2~ M3

e -Q? (3.206)

Q12 = (@) - Q* =
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Somit kann man auch schreiben:

Prop = P —Pip=(M-Q)°+Q-7 (3.207)
= (M= (M @2 = MY
M2 2 2
+\/( +4QM2 i Q?[p]cos(¥)  (3.208)
. Q-7
t ¥ = ~ 3.209
mit o) = G (3209

Ersetzt man noch

Q- Pr= (M~ M~ @), (3.210)

ist alles nur noch von Q?, |p], p° und cos(+}) abhiingig.

Es soll nun nicht-relativistisch genéhert und nur Terme bis O(|p]?) beriick-
sichtigt werden.
Dann wird aus p°:

0 0
0 mePy — MpP,

M
mey/|p1> + mi — mp\/|pl* + mZ
M

mym. |7 |W)
o MM (q PLy g 4
M <( +2771,%) (1+ 2m2)
2
~ m 2
B 2Mmbmc|ﬂ
~ 2
N 2mbmc H
M— M,

1%

—ﬁm? (3.211)
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Und damit aus Sy:

1 1 1

Ve D)+ me <p2+mc)

1 1 1

Y me /D) — Q0+ m, (pg—l—mc)

B 1 1 1

B VPO + 2my /P° — Q0 + m. + my (ch—po)
1

" M, JZM =M, /M — Q0
(M — M) (AM2 —5M My + M> — 4 M Q° + 3 M; Q")

SN

— - 3 A3.212
(2M = Mj)> M7 (M —Q°)* i )
Und so bleiben als tatséchlich zu l6sende Integrale
ik 1~
W@ = [ @650 (3213)
d? 1~
L@ = /#mg(ﬁ)%(ﬁ— 5Q)|ﬁ1 cos ¥ (3.214)
d? 1=
W@) = [ G ev.e- 505 (3.215)
L(Q% = /d?’—p\p* (D)W, (5— 1@' 2 cos? (v 3.216
4 = | @y e )Y ? 5 @)D" cos™(9) (3.216)

(3.217)

wobei ¥ als Winkel der Integration gewéhlt wird.
Man erhilt fiir den Formfaktor G1(Q?):

G1(Q*) = 11(Q*)1(Q%) + 92(Q*) L(Q?) + g3(Q*) I3(Q7) + 94(Q2)I4((Q2) )
3.218
wobei (mlt ry= MJ/M)

V2-r; (3+27“J—7“3+ﬁ—22>

2
V12 412

91(Q%) = —4Gr M Vyr; (3.219)
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8GrV,
»(@*) = d ;
Jor (-G +m) (&) v 0 2§ e
(3—27~J+2r3—5r§+2r§
Q? Q*\’
—ALWQ—TJ)2 ritqz) (3+2m) (3.220)
4GV,
%(@Q") = P ;

Mry (=) (1- & +73))’
(8—277«J+32r3—22r3+10r§— 1575 + 675

Q2

—QW(8—1371]+117"3—15r§+6r§)
Q*\’
+(W) (8—157~J+6r3)) (3.221)

16 Gy Vi (1— 1)) <1+1€[—22—7‘3>

MTJ\/(Z—TJ) (1—]8[—22+7°3>

Mit den Umformungen des Phasenraumelementes wie in Anhang A und
2(P - P;)M?*z; = M* + M? — ? wird die Rate aus Gl. (3.190) schliefilich zu

94(Q2) =

(3.222)

1 M 4 (1=r)* gQ?
I = 3 A72..2 / —2|G1(Q2)‘2
2M 16(2m)3 M?r3(2—ry) Jo M
o L=
/_ dSElT’I‘[ /{)1 /P_] pg /PJ B (3223)
mit P
‘D
xp =2 Tk (3.224)
Das innere Integral
+
z] 1— 75
/_ dz, TT[ b Py b P ] (3.225)
Zy
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mit den Grenzen

1 Q2 QQ
+_ 2
@] —§<1—TJ+M2 :I:\/(1+7“J M2) —47“3), (3.227)

das nur den Zerfall des W-Bosons betrifft, ergibt

M* W(QZ) = M? ((1 - 7'3)2 ]QWQQ (1 + TJ) + <]QW—22> ) (3.228)

Damit besteht die Rate aus GI. (3.223) nur noch aus einem Integral iiber die
invariante Masse des 1/-Bosons und den vier Integralen iiber den Relativim-

puls:
B M 1 T'J dQQ
I = 48(2w)3r3(2—rJ)/0 7 [MGU@)F
2\2 2
(%ﬁ F(1= )2 _2%(1+7~3)>
\/ (1 - % + rJ) — 472 (3.229)
D.h.

ar M 0
M? dQ> ~ 48(2m)*ri(2—ry) M Gl(Q2)|2\/< @+ TJ) 4
2

(ﬁ P 1y —2%(1+r?,)> (3.230)
- Y MG@)W(QY (3.231)

8(2m)3r3(2 —ry)

Sei nun wieder

Gr = 1,16639-107° GeV 2 (3.232)
Vo = 0,04 (3.233)
M = 6,4 GeV (3.234)
M, = 2,9792 GeV (3.235)
Ty = — =0,4655 (3.236)
@ _ (1-r;)? 0<z<1 (3.237)
M2 Ty T >
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Damit ergeben sich folgende Werte:

[ =] w | Mg | My M g Mg, |
0,00 || 8,010-1072 | —1,484-10"* ] 3,301-10"*| 2,248 -10"° | —2,013-10*
0,01 || 7,875-10"2 | —1,487-10"* | 3,322-10~* | 2,141-107° | —2,022-107*
0,02 || 7,740-10"2 | —1,490-10"* | 3,343-107* | 2,034-107° | —2,032-107*
0,03 || 7,607-1072 | —1,493-107* | 3,364-107*| 1,927-107° | —2,042-10*
0,04 || 7,474-10"%2 | —1,496-10"* | 3,385-10"*| 1,819-10° | —2,052-10"*
0,05 || 7,343-1072 | —1,499-10"* | 3,407-10"*| 1,711-107° | —2,062-10"*
0,06 || 7,213-10"%2 | —1,502-10"* | 3,429-10~*| 1,602-10~° | —2,071-10~*
0,07 | 7,084-1072 | —1,505-10"* | 3,451 -10"* | 1,492-10~° | —2,081-10*
0,08 || 6,956-10"2 | —1,508-10"* | 3,473-10~* | 1,382-107° | —2,091-10~*
0,09 || 6,829-1072 | —1,511-107* | 3,496-10~*| 1,271-107° | —2,101-10~*
0,10 || 6,703-10"%2 | —1,514-10"* | 3,519-107*| 1,160-107° | —2,111-1074
0,11 || 6,579-1072 | —1,517-10"* | 3,543-10"* | 1,048-10° | —2,121-10*
0,12 |/ 6,455-10"2 | —1,520-10"* | 3,567-10*| 9,360-10% | —2,131-107*
0,131 6,332-1072 | —1,523-10"* | 3,591-10"* | 8,232-10°% | —2,141-10~*
0,14 || 6,211-1072 | =1,526-10"* | 3,615-10"* | 7,097-10"® | —2,151-10~*
0,15 6,090-10"2 | —1,529-10"* | 3,640-10~*| 5,957-107% | —2,161-10~*
0,16 | 5,971-1072 | —1,532-10~* | 3,666 -10=* | 4,811-10"% | —2,171-10~*
0,17 || 5,853-1072 | —1,535-10"* | 3,691-10"*| 3,659-10"% | —2,181-10*
0,18 | 5,736-1072 | —1,538-10"* | 3,717-10~* | 2,501-10°% | —2,192-10*
0,19 | 5,620-10"2 | —1,541-10"* | 3,744-107*| 1,337-10% | —2,202-107*
0,20 || 5,505-10"2 | —1,544-10"* [ 3,771-10*| 1,673-107 | —2,212-10°*4
0,21 || 5,391-1072 | —1,547-107* | 3,798 -107* | —1,009 - 107¢ | —2,222.10~*
0,22 || 5,278-10"2 | —1,550-10"* | 3,826-107* | —2,191-107% | —2,233-10~*
0,23 || 5,166 -10"2 | —1,553-10"* | 3,854 -10~* | —3,379-1076 | —2,243-10~*
0,24 || 5,055-10"2 | —1,556-10"* | 3,883 -10"* | —4,573-107% | —2,253-10"*
0,25 || 4,945-10"%2 | —1,559-10"* | 3,912-10~* | —5,774-1075 | —2,264 - 10~
0,26 || 4,837-10"2 | —1,562-10"* | 3,942-10"* | —6,980-107 6 | —2,274-10~*
0,27 || 4,729-10"2 | —1,566-10"* | 3,973-10"* | —8,194-1076 | —2,284-107*
0,28 || 4,623-10"2 | —1,569-10~* | 4,003 -10~* | —9,413-107% | —2,295-10~*
0,29 || 4,518-10"2 | —1,572-10"* | 4,035-107* | —1,064-107° | —2,305-10~*
0,30 || 4,413-10"2 | —1,575-10"* | 4,067-107* | —1,187-107° | —2,316-107*
0,31 | 4,310-10"2 | —1,578-10"* [ 4,100-10~* | —1,311-107° | —2,326-10~*
0,32 || 4,208 -10"2 | —1,581-10"* | 4,133-10* | —1,436-107° | —2,337-10~*
0,33 || 4,107-10"%2 | —1,585-10"* | 4,167-10~* | —1,561-107° | —2,348-10~*
0,34 || 4,007-10"2 | —1,588-10"* | 4,202-10"* | —1,687-107° | —2,358-10~*
0,35 | 3,908-10"2 | —1,591-10"* | 4,238-10"*| —1,814-107° | —2,369 - 10~
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Fortsetzung:
[ M
g 2

0,36 || 3,810-10 2 | — ; 74‘ g M- g5 Mg, |
) 1,594 - 10 4.9274-10 %] = =

0,37 3, 713 - 10—2 _1’ 597 10_4 4’ ST - 1, 941 -10°° _2’ 330 1074

0,38 [ 3,618-1072 | — _ [ 4,311-107 | —2,069 - 107 [ —2,390-107¢
) 1,601-107* | 4,349 -10~* ’

0,39 || 3,523-107% | —1,604-10~* 4’38 7 —2,198-107" | —2,401-10~*

0,40 || 3,430-10"? —1.607-10° 4’427' 10—4 —2,327-107° | —2,412-10~"

0411 3.337- 02 _1a 1073 4,467- 1074 —2,457 - 102 9,423 102

0,42 [ 3,246-107 | —1,614- 10" 4’507. s 588-10°° | —2,434-10°

0,43 | 3,156 10 2 | —1,617-10 * | 4,5 9107 | -2,720. 107 | 2,445 107

0,44 ] 3,066 102 | —1,621- 10" 1305 107 =2,852 107 | =2,45% - 10

0,45 [ 2,078 107 | —1,624- 10 | 4,6 o —2,985-107° | —2,467- 107"

0,46 || 2,891 - 102 —1’627.10—4 4’639'10—4 —3,119-107° | —2,478-10~"

0,47 | 2,805-10 2 | — ’ 4,085 107 | =3, 253 -107° | —2,489-10~*
) 1,631-10 %] 4,732-10°1 ,

048 [ 2,721-10 2 | — L —3,389-10° | —2,500- 10"
! 1,634-10 *[4,780-10 * :

0,49 [ 2,637-1072 | — > —3,525-10 5 | —=2,511-10°*
2 1,637-10 *|4,830-10~" ’

0,50 || 2,554 - 1072 | — __|® —3,661-107° | —2,522-10~*
, 1,641-107* | 4,881 -10~* ’

0,51 | 2,473 107 | —1,644-10 " | 4,933 10" —3,799107 | 2,533 - 107

052 [ 2392102 | 1,647 10" 4’983'10_4 —3,938-107° | —2,544-10~"

0,53 | 2,313-1072 —1’651 -107* 5’047. 10—4 —4,077-107" | —2,555- 10~

0,54 || 2,235-102 —1’654-1074 5’103.104 —4,217-107° | —2,567-10~*

0,55 | 2,158 10 * | —1,658 - 10 * 5’150.104 —4,358 107 | 2,578 107

0.56 [ 2,082-10 2| —1,661- 10" 5’229.104 —4,499-107° | —2,589-10""

0,57 || 2,007 - 102 1,665 - 1071 5’280.10—4 —4,642-107° | —2,601- 10"

058 | 1,033- 102 | 1, —15,283-10" | —4,785-10 | -2,612-10*
) 1,668-10"* | 5,348 .10~* ’

0.59 | 1,860 102 | —1,672-10~% | 5,415- 10~ —4,929-107 | —2,624-107

0.60 | 1,789-10 2 | —1,675-10 7 | 5,48 107 | 5,074 107 | —2,635- 107

0,61 1, ~18. 10_2 _1a R 10_4 5, 555 . 10_4 —5, 220 - 10*5 _2’ 647 1074

0.62 1,649 102 =1, 5,557 107" | —5,367 107" | 2,658 -10~*
) 1,682-10"* | 5,632-10* ’

0,63 1,581-10 2| — — : —5,514-10°° | —2,670-10 *
) 1’686 . 10 4 5 710 . 1074 I

0,64 | 1,514 1077 | 1,680 10~ | 5,791 - 10" 5,663 - 10 ° [ 2,681 -10

0.65 || 1,448-10°% | = ' |5,791-107" | —5,812-107° | ~2,693- 107"
’ 1,693-107% | 5,876-10~* ’
) 1,697-10"* | 5,964 - 10~* ’

0,67 [ 1,320-10 2 | = 1 —6,113-107° | —2,716-10~"
) 1,700-10"* | 6,056 - 10~* 2

0,68 | 1,258-10 2 | = - —6,265-10 ° | —2,728-10 *
; 1,704-10 % | 6,152-10 4 ;

0,69 | 1,197 - 102 ~1,707 TR 67252 - —6,418-1075 —2,740 10

) : —6,572-107° | —=2,752-10~*
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Fortsetzung:
=] W | Mg | Mg | My Migs |
0,70 | 1,137-10°2 | —1,711-10 * | 6,358 -10 % | —6,727-10° | —2,764-10*
0,71 || 1,078-1072 | —1,715-10"* | 6,468 -107* | —6,883-10° | —2,776-10~*
0,72 | 1,020-1072 | —1,718-10"* | 6,585-107* | —=7,040-107° | —2,788-10~*
0,73 | 9,642-1073 | —1,722-10~* | 6,707-10"* | —7,198-10° | —2,800-10~*
0,74 |/ 9,091-10"3 | —1,726-10"* | 6,837-10"* | —7,356-107° | —2,812-10"*4
0,75 | 8,552-1073 | —1,730-10 * | 6,974-10~* | —=7,516-10° | —2,824-10*
0,76 || 8,027-10"% | —1,733-10"* | 7,119-10~* | —7,677-107° | —2,836-10~*
0,77 || 7,514-107% | —1,737-10"* | 7,274-10"* | —7,838-107° | —2,848-10~*
0,78 | 7,013-1073 | —1,741-10~* | 7,439-10~* | —8,001 - 107> | —2,860-10~*
0,79 || 6,526-1072 | —1,745-10"* | 7,615-107* | —=8,165-107° | —2,873-10~*
0,80 || 6,052-1073 | —1,748-10"* | 7,805-107* | —8,330-107° | —2,885-10~*
0,81 | 5,591-1073 | —1,752-10"* | 8,009-10* | —8,496-10"° | —2,897-10*
0,82 | 5,144-1073 | —1,756-10* | 8,229-10 % | —8,663-10° | —2,910-10*
0,83 || 4,711-10"% | —1,760-10"* | 8,469-10"* | —8,830-107° | —2,922-10~*
0,84 || 4,292-107% | —1,764-10"* | 8,731-10"* | —9,000-107° | —2,935-10~*
0,85 | 3,887-10"% | —1,768-10"* [ 9,018-10~* | —9,170-107° | —2,947-10~*
0,86 || 3,497-1073 | —1,771-10"* | 9,335-107* | —9,341-107° | —2,960- 10~*
0,87 || 3,122-107% | —1,775-10"* | 9,688-10~* | —9,513-107° | —2,972-107*
0,88 |/ 2,763-107% | —1,779-10"* [ 1,008-1073 | —9,687-107° | —2,985-10~*
0,89 | 2,419-1073 | —1,783-10 % | 1,053-10 3 | —9,861-10° | —2,998-10 *
0,90 | 2,092-103 | —1,787-10 % | 1,105-10 3 | —1,004-10 * | —3,010-10*
0,91 || 1,782-1073 | —1,791-10"* | 1,164-1073 | —1,021-10* | —3,023-10~*
0,92 | 1,490-1073 | —1,795-10~* | 1,235-10~% | —1,039-10~* | —3,036-10*
0,93 | 1,217-107% | —1,799-10-* [ 1,320-1073 | —1,057-10~* | —3,049 - 10~
0,94 |/ 9,635-10"* | —1,803-10"* [ 1,426-103 | —1,075-10"* | —3,062-10~*
0,95 || 7,313-10"* | —1,807-10"* [ 1,562-1073 | —1,093-10~* | —3,075-10~*
0,96 || 5,221-10"* | —1,811-10"* [ 1,746-103 | —1,112-10"* | —3,088-10~*
0,97 | 3,383-10*| —1,815-10* | 2,016-103 | —1,130-10* | —3,101-10*
0,98 || 1,837-10"* | —1,819-10"* | 2,469-1073 | —1,149-10~* | —3,114-10~*
0,99 || 6,481-107° | —1,823-107*| 3,491-1073 | —1,167-10"* | —3,127-10~*
1,00 0 —1,827-107% 00 —1,186-10~* | —3,140-107*

g2(Q?) divergiert zwar mit 1//1 — z fiir z — 1, da aber
W(Q?) o (1 — z)3?2 fiir £ — 1, verschwindet die differentielle Rate ebenso
wie auch W(Q?) (92(Q?) I(Q?%))?, fiir x — 1. Zusiitzlich verschwindet in I,
die Integration iiber cos(?).
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Das Richardson-Potential, V., und V; haben durchaus unterschiedliche
Form. Wie die Plots (Abb. (B.5)) der Wellenfunktionen im Anhang aber
zeigen, sind die aus diesen Potentialen resultierenden Wellenfunktionen sehr
ghnlich. Die Uberlappintegrale wurden daher nur mit den Wellenfunktionen
berechnet, die Lésungen der Schrédingergleichung mit Richardson-Potential
(Gl. (3.99) - Gl. (3.101)) sind :

H x H I \ I \ 13 1 H MZd%inGev H
0,00 || 0,405 | 4,580-1072 | 1,327-107% | 8,272-1073 || 1,667-10"*
0,01 || 0,408 | 4,595-1072 | 1,331-1072 | 8,275-1073 || 1,678-10"'2
0,02 || 0,412 | 4,610-10"2 [ 1,335-10"2 | 8,277-103 || 1,688-10 2
0,03 ][ 0,416 | 4,625-102 [ 1,339-10"2 | 8,279-103 || 1,698-10 2
0,04 || 0,420 | 4,640-10"2 | 1,343-10"2 | 8,280-1073 || 1,708-10~"2
0,05 ][ 0,424 | 4,654-10"2 | 1,346-10"2 | 8,281-1073 || 1,717-10""2
0,06 || 0,427 | 4,669-1072 | 1,350-10"2 | 8,282-1073 || 1,727-10"'2
0,07 || 0,431 | 4,683-1072 | 1,354-10"2 | 8,282-1073 || 1,736-10"'2
0,08 | 0,435 | 4,696-102 ] 1,358-10 2| 8,281-10"3 | 1,745-10 *2
0,09 || 0,439 | 4,710-1072 | 1,362-10"2 | 8,280-103 || 1,753-10 2
0,10 || 0,443 | 4,723-1072 [ 1,365-10"2 | 8,279-103 || 1,761 -10 2
0,11 || 0,447 | 4,736-10"2 | 1,369-10"2 | 8,277-1073 || 1,769-10 "2
0,12 || 0,451 | 4,749-1072 | 1,373-1072 | 8,275-1073 || 1,777-10"'2
0,131/ 0,455 | 4,761-10"2 | 1,376-10"2 | 8,272-1073 || 1,784-10""2
0,14 || 0,460 | 4,773-1072 | 1,380-10"2 | 8,268-1073 || 1,791-10"'2
0,151/ 0,464 | 4,785-10"2 | 1,384-10"2 | 8,264 -1073 || 1,798-10~"2
0,16 || 0,468 | 4,796-10"2 | 1,387-10"2 | 8,260-103 || 1,804-10 2
0,17 ][ 0,472 | 4,807-10"2 [ 1,391-10"2 | 8,255-103 || 1,810-10 2
0,18 || 0,476 | 4,818-10"2 | 1,394-1072 | 8,249-1073 || 1,815-10""2
0,19 || 0,481 | 4,828-1072 ] 1,398-107% | 8,243-1073 || 1,820-10%
0,20 || 0,485 | 4,838-1072 | 1,401-1072 | 8,236-1073 || 1,825-10"'2
0,21 || 0,489 | 4,848 -10"2 | 1,405-10"2 | 8,229-1073 || 1,829-10""2
0,22 || 0,494 | 4,857-10"2 | 1,408-10"2 | 8,221-103 || 1,833.10 2
0,23 |/ 0,498 | 4,866 -10"2 | 1,412-10"2 | 8,213-1073 || 1,836- 10" "2
0,24 || 0,503 | 4,874-10"2 | 1,415-10"2 | 8,204-103 || 1,839-10 2
0,25 || 0,507 | 4,882-1072 | 1,418-1072 | 8,194-1073 || 1,841-10""2
0,26 || 0,512 | 4,890-10"2 | 1,422-10"2 | 8,184 -1073 || 1,843-10" "2
0,27 || 0,517 | 4,897-1072 | 1,425-10"2 | 8,173-1073 || 1,844-10712
0,28 || 0,521 | 4,904-1072 | 1,428-10"2 | 8,162-1073 || 1,845-10'2
0,29 || 0,526 | 4,910-10"2 | 1,432-10"2 | 8,150-1073 || 1,845-10 2
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Fortsetzung:
| = | L | #Eb =13 arls | M? %5 in GeV |
0,301 0,531 [ 4,915-1072 ] 1,435-1072 [ 8,137-10 3 || 1,845-10 2
0,310,536 [ 4,920-10"2 | 1,438-1072 [ 8,123-10 3 || 1,844-10
0,32 {0,540 | 4,925-10"2 | 1,441-1072 | 8,109-1073 || 1,843-10 2
0,33 || 0,545 | 4,929-1072 | 1,444-1072 [ 8,095-1073 || 1,841-10"12
0,34 || 0,550 | 4,932-1072 | 1,447-1072 | 8,079-1073 || 1,838 102
0,351 0,555 | 4,935-10"2 | 1,450-10"2 | 8,063-1073 || 1,834-10""2
0,36 || 0,560 | 4,937-10"2 | 1,453-1072 | 8,046-103 || 1,830-10 2
0,37 |/ 0,565 | 4,938 -10"2 | 1,456 -1072 | 8,029-1073 || 1,826-10""2
0,38 ]/ 0,570 | 4,939-10"2 | 1,459-10"2 | 8,010-1073 || 1,820-10 2
0,39 | 0,575 | 4,939-1072 | 1,462-10"2 | 7,991-1073 || 1,814-10"'2
0,40 || 0,580 | 4,939-1072 | 1,465-10"2 | 7,972-1073 | 1,807-10"'2
0,41 || 0,586 | 4,938 -1072 | 1,467-10"2 | 7,951-1073 | 1,800-10"'2
0,42 || 0,591 | 4,936-1072 | 1,470-1072 | 7,930-1073 || 1,791 -10"'2
0,431 0,596 | 4,933-1072 | 1,473-1072 | 7,908 -1073 || 1,782-10 2
0,44 | 0,601 | 4,929-10"2 | 1,475-1072 | 7,886-1073 || 1,772-10""2
0,45 0,607 | 4,925-10"2 | 1,478 -10"2 | 7,862-1073 || 1,761 -10""2
0,46 | 0,612 [ 4,920-10"2 | 1,481-10"2 | 7,838-1073 || 1,750-10""2
0,47 || 0,618 | 4,914-1072 [ 1,483-10"2 | 7,813-1073 | 1,737-10"'2
0,48 | 0,623 | 4,907-1072 | 1,486-10"2 | 7,787-1073 || 1,724-10"12
0,49 || 0,629 | 4,899 .10 2| 1,488-102|7,760-1073 | 1,710-10 *2
0,50 || 0,634 [ 4,890-10"2 ] 1,490-1072 | 7,733-103 || 1,695 10
0,51 | 0,640 | 4,880-10"2]1,493-1072 | 7,705-103 || 1,679-10
0,52 || 0,646 | 4,869-10"2 | 1,495-1072 | 7,675-1073 || 1,662-10~"2
0,53 || 0,651 | 4,857-1072 | 1,497-1072 | 7,645-1073 || 1,645 102
0,54 || 0,657 | 4,844 -10"%2 ] 1,499-10"2 | 7,615-1073 || 1,626-10""2
0,55 | 0,663 | 4,830-10"2 | 1,501-10"2 | 7,583-1073 || 1,606 -10~"2
0,56 || 0,669 | 4,814-1072 | 1,504-10"2 | 7,550-1073 | 1,586-10"'2
0,57 | 0,675 | 4,798-1072 | 1,506-10"2 | 7,517-1073 || 1,564 -10 2
0,58 |/ 0,681 [ 4,780-10"2 | 1,507-1072 | 7,482-1073 || 1,542-10 2
0,59 || 0,687 | 4,761-1072 | 1,509-1072 | 7,447-1073 || 1,518-10"'2
0,60 || 0,693 | 4,740-1072 | 1,511-1072 | 7,411-1073 || 1,494 -10"12
0,611 0,699 | 4,718-10"2 | 1,513-1072 | 7,374-1073 || 1,468 102
0,62 ] 0,705 | 4,694 -10"2 | 1,515-1072 | 7,335-1073 || 1,442-10""2
0,631 0,711 [ 4,669-10"2 | 1,516-1072 | 7,296-1073 || 1,414-10 "
0,641 0,717 | 4,642-10"%2 | 1,518 -1072 | 7,256-1073 || 1,385-10""2
0,651 0,724 | 4,614-1072 ] 1,520-1072 | 7,215-103 || 1,356-10 2
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Fortsetzung:

| = | L | b = I e ls || M? 55 in GeV |
0,66 | 0,730 | 4,584-10"2 [ 1,521-10"2 | 7,174-1073 || 1,325-10""2
0,67 || 0,736 | 4,552-1072 | 1,522-1072 | 7,131-1073 || 1,294-10"'2
0,68 || 0,743 | 4,518-10"2 | 1,524-10"2 | 7,087-1073 || 1,261 -10""2
0,69 || 0,749 | 4,482-1072 | 1,525-10"2 | 7,042-1073 || 1,228-10 2
0,70 || 0,756 | 4,444-10"2 | 1,526-10"2 | 6,996-1073 || 1,193-10 2
0,71 || 0,762 | 4,404-1072 | 1,527-1072 | 6,949-1073 || 1,157-107'2
0,72 11 0,769 | 4,362-1072 | 1,529-107% | 6,901 -1073 || 1,121-10"%
0,73 11 0,776 | 4,317-10"2 | 1,530-10"2 | 6,852-1073 || 1,083 -10"'2
0,74 [ 0,782 | 4,270-10"2 | 1,531-10"2 | 6,802-1073 || 1,045-10""2
0,751 0,789 | 4,220-102 | 1,531-10"2 | 6,750-1073 || 1,006 102
0,76 || 0,796 | 4,167-10"2 | 1,532-10"2 | 6,698 -1073 || 9,657-10~ "3
0,77 10,803 | 4,112-102 | 1,533-10"%2 | 6,645-103 || 9,248 -10 '3
0,78 [ 0,810 | 4,053-10"2 | 1,534-10"2 | 6,590-1073 || 8,830-10~"
0,79 [ 0,817 | 3,991-10"2 | 1,534-10"% | 6,535-1073 || 8,406- 10~
0,80 [| 0,824 | 3,925-1072 | 1,535-107% | 6,478-1073 || 7,974-107%
0,81 || 0,831 | 3,855-10"2 | 1,535-10"2 | 6,420-10 3 || 7,536-10 '3
0,82 ]/ 0,838 | 3,782-102 | 1,536-10"2 | 6,361-103 || 7,092-10 '3
0,83 ]/ 0,845 | 3,704-10"2 | 1,536-10"2 | 6,301-103 || 6,644-10""3
0,84 || 0,853 | 3,621-10"2 | 1,536-10"2 | 6,240-1073 || 6,191-10~'3
0,85 ][ 0,860 | 3,534-10"2 | 1,536-10"2 | 6,178 -1073 || 5,736-10" "3
0,86 || 0,867 | 3,440-1072 | 1,536-10"2 | 6,114-1073 || 5,278-10~13
0,87 || 0,875 | 3,341-1072 | 1,536-10"2 | 6,049-1073 || 4,820-10~13
0,88 1| 0,882 | 3,235-10 2| 1,536-10 2| 5,983-103 | 4,362-10
0,89 ][ 0,890 | 3,121-102 | 1,536-10"2 | 5,916-103 || 3,907-10 '3
0,90 || 0,897 | 2,998-10"2 | 1,536-10"2 | 5,848-1073 || 3,456-10 '3
0,91 || 0,905 | 2,866-10"2 | 1,535-1072 | 5,778-1073 || 3,011-107'3
0,92 || 0,912 | 2,723-1072 | 1,535-1072 | 5,707-1073 || 2,575-107'3
0,93 [ 0,920 | 2,567-10"2 | 1,534-10"2 | 5,635-1073 || 2,151-10""3
0,94 [ 0,928 | 2,395-10"2 | 1,534-10"2 | 5,561 -1073 || 1,742-10""
0,95 [/ 0,936 | 2,203-10"2 | 1,533-10"2 | 5,487-1073 || 1,352-10~"3
0,96 || 0,944 | 1,985-102 | 1,532-10"%2 | 5,411-103 || 9,871-10 ™
0,97 [ 0,952 | 1,732-102 | 1,531-10"2 | 5,334-103 || 6,542-10 '
0,98 || 0,960 | 1,425-10"2 | 1,530-10"2 | 5,255-1073 || 3,634-10""
0,99 || 0,968 | 1,015-1072 | 1,529-10"2 | 5,175-1073 || 1,311-10"!4
1,00 || 0,976 0 1,528 -1072 | 5,094 - 1073 0
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Graphisch stellen sich die differentiellen Raten aus der harten und der
weichen Rechnung nun folgendermaflen dar:

1o ! M*dGamma/dQ?

0.2
018

0.16 —
F —— harter Prozess mit alphas(M) ,"
014 — ----- harter Prozess mit alphas(qqg) ,”

- weicher Prozess

e b b b b b e
0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

x=0Q%/(M*(1=rd)?)

o Lovvw b bty
0 01 02 03

Die Schnittpunkte der weichen Kurve mit den beiden harten Kurven lie-
gen zwischen:

mit a, = o, (M} ) | mit o, = as(fJE)
0,72 .. 0,73 0,55 .. 0,56

Fiir den Fall a, = a,(Mp ) ergibt das Integral iiber den harten Bereich
von x = (0 bis x = 0,72

Chare = 54,03 - 107%° GeV (3.238)

Simpsonintegration iiber den restlichen weichen Bereich von z = 0,72 bis
x =1 ergibt:
Coweich = 42,5710 '° GeV (3.239)

Insgesamt also:
I' = Thare+Tweicn = (54,03+42,57)-107"° GeV = 96,60-107"° GeV (3.240)

Mit o = ay (qg) ergibt eine Vegas-Integration iiber den harten Bereich von
0 bis 0,56
Chare = 91,45 - 1071° GeV (3.241)
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Simpsonintegration iiber den restlichen weichen Bereich von x = 0,56 bis
x =1 ergibt:
Tweich = 105,41 - 1071° GeV (3.242)

Insgesamt also:
[ = Thart + Dweien = (91,45 + 105,41) - 107'° GeV = 196,86 - 107*° GeV
(3.243)

Die beiden Fille unterscheiden sich also um mehr als einen Faktor 2. Ein
Vergleich mit der Literatur

Quelle r BR
diese Arbeit | 96,60 - 107!° GeV 67,6- 1073
.. 196,86-1071° GeV | .. 137,7-1073
[40] 5,9-1071° GeV 4,1-107°
[41] 14,01-10" GeV 9,8-1073
[42] 11-1075 GeV 9.1073
[43] 11,1-107" GeV 7,8-1073
[44] 14,2-1071 GeV 9,9-107°
[45] 2,1-107 GeV 1,5-1073
[46] 13,05 - 1073 ps~! 6-1073
[47] 10,355 - 1073 ps~! 5,2-1073

zeigt, dass beide hier errechneten Verzweigungsverhiltnisse deutlich grofier
sind, als in allen anderen Rechnungen. Wobei eine deutliche Abweichung nach
oben nach einem Blick auf die Graphen zu erwarten ist, denn beide Kurven
liegen am entgegen gesetzten Ende ihres Giiltigkeitsbereiches deutlich iiber
der dort giiltigen differentiellen Rate, sind also zu grof}. Gerade im Bereich
der Schnittpunkte, von wo der grofite Beitrag zur Gesamtrate kommt, sind
moglicherweise beide differentielle Raten mit einem groflen Fehler behaftet.
Ob dies einen Faktor sechs bis sieben Unterschied zur gréfiten bisher berech-
neten Rate erkldren kann, ist aber fraglich.




Zusammenstellung der
Ergebnisse

In niedrigster Ordnung zerfillt das B, entweder durch einen Spectatorzerfall
oder durch schwache Annihilation. Fiir verschiedene Massen wurden die Ra-
ten hierzu berechnet.

Stellt man nun die Verzweigunsverhiltnisse nebeneinander,

H Mp ‘ me H BRSpec. ‘ BRAnn H BRSpec. +BRAnn H

425 | 1,2 0,35 | 0,045 0,40
4,731 1,323 | 0,59 | 0,050 0,64
475 | 1,563 | 0,99 | 0,061 1,05
485 | 1,65 | 1,25 | 0,065 1,32
4918 | 1,491 | 0,90 | 0,058 0,96
5,255 | 1,900 || 2,38 | 0,077 2,46

erkennt man, dass in diesem Fall die Wahl der Massen auf Grund des Rich-
ardson- und (ein wenig erstaunlich) des Coulombpotentiales die besten Er-
gebnisse liefert.

U.a. wegen destruktiver Interferenzen der einzelnen Beitriage zu den QED-
Korrekturen zur masselosen Annihilation, ist das errechnete Verzweigungs-
verhiltnis mit BR = 0,622 - 1072 recht klein.

Die Ergebnisse der numerischen und der analytischen Berechnung der

Rate des Strahlungsiiberganges vom Triplett in den Singlettzustand liegen
(aufler fiir Vipq) um 30%- 40% auseinander.
Da aber die Ergebnisse fiir die verschiedenen in anderen Bereichen glei-
chermaflen erfolgreichen phénomenologischen Potentiale ebenfalls stark va-
rilieren, ist dies nur eine unter mehreren Unsicherheiten. Zusétzlich macht
die Abhéngigkeit in dritter Potenz von der Hyperfeinaufspaltungsenergie (=
Massendifferenz) eine Vorhersage der Rate schwierig.

Die Berechnung des semileptonischen Zerfalls nach 7, liefert - im Vergleich
mit der Literatur - sehr grofle Werte fiir die Rate. Auch ohne Literaturver-
gleich zeigt die Unsicherheit (Faktor 2), die sich aus den unterschiedlichen
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Moglichkeiten oy zu wihlen und aus der Form der differentiellen Rate im
Bereich des Schnittpunktes der Kurven ergibt, dass die berechnete Rate al-
lenfalls als eine grobe obere Schranke fiir den tatséichlichen Wert zu sehen
ist: ' < 100 - 107'° GeV.




Anhang A

Phasenraumintegration

Fiir den Zerfall eines Teilchens oder eines Teilchensystems ohne Relativim-
pulse werden die physikalischen Bereiche des Phasenraumes hergeleitet:

A.1 Eins nach Zwei

Def. des Phasenraumelementes:

— &’|pi| &’ |p3| SO (P — p, —
dRZ_/(27r)3(2E1)/(27r)3(2E2)(2 )20 (P — p1 — p2) (A1)
Wobei
P = (M,0) = (V/S,0) (A.2)

ist. D.h. das Lorentz-Inertialsystem (LIS) der Integration ist das Schwer-
punktsystem (CMS).
Mit

/ (‘2:)—3@79) -/ (gwi(%)é(pz—m?) (4.3)

folgt hier:

= st d'p, m)6(p? — m2)(2m)? o
dRQ_/(QW)?’(QEQ / (27)4(2 )6(p2 2)(2m)°6(P —pi —p2)  (A4)

Integration iiber p, ausfiihren (und Konstanten einsammeln) ergibt:
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Zur Verbesserung der Ubersichtlichkeit einige Definitionen:

P - p;

ms;
;g = - A.
r 75 (A7)
pi = % (A.8)

Energie-Impuls-Erhaltung und -Beziehung sehen damit folgendermaflen aus:

dow o= 2 (A.9)
oo o<1 (A.10)

Bizi = x} — A} (A.11)
1 d|p;
> - d‘po| (A.12)
Und (A.5) wird zu
S 2 .2
dRy = m drifprizy | d26(S(1+ 71 —ry —11)) (A.13)

Wihle nun die p; Richtung als z-Achse. Dies ist immer moglich, da keine
duflere Vorzugsrichtung (wie z.B. eine Strahlachse bei einem Kollisionsexpe-
riment) gegeben ist. Somit kann auch iiber ; integriert werden.

1
ARy = o J((1+ 7= =iy lop (A1)

Das Matrixelement enthilt also keine Phasenraumvariablen mehr, die nicht
durch duflere Bedingungen festgelegt sind. Dies entspricht Ref. [28] S.49.
Insbesondere ist dies fiir masselose Endzusténde:

1

dRQ = g|x1:1 (A15)

A.2 Eins nach Drei

Def. des Phasenraumelementes:

_ d®|pi] 4|3 &3 |p3| @ p o
dR3_/(27r)3(2E1)/(27r)3(2E2)/(27T)3(2E3)(2 )6 (P —py pz(A f;;
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Wobei

P = (M,0) = (V/S,0) (A.17)

ist. D.h. das Lorentz-Inertialsystem (LIS) der Integration ist das Schwer-
punktsystem (CMS).
Mit

d3|ﬁ| = ﬁ T 2_m2
/W _/(QW)4(2 )o(p ) (A.18)
folgt hier:

. d3|pi| d®|p3)| d*ps 2 2 4
dRy= / TPE / T / s 2m)a (g —m) 2m) 5<P—p1—p(2[;f;;

Integration iiber p3 ausfiihren (und Konstanten einsammeln) ergibt:

1 d3 d3

Zur Verbesserung der Ubersichtlichkeit einige Definitionen:

P-p;

;o= 2 A21

: - (A.21)
m;

ro= A.22
V'S ( )
D3]

. = 1 A.23

B " (A.23)

Energie-Impuls-Erhaltung und -Beziehung sehen damit folgendermaflen aus:

Yo o= 2 (A.24)

domo <1 (A.25)
Bixi = \Jxi—4r] (A.26)
1 d|pi|

5 = (A.27)
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Damit wird (A.20) zu

SZ
dR3 = W/d$1ﬁ1$1/d91/d$252372/d92

S(SU+r4r]—rs—xz1 — 29+

57122(1 BBy cos(4(71, 7)) (A.28)

Wihle nun die p; Richtung als z-Achse. Dies ist immer moglich, da keine
duflere Vorzugsrichtung (wie z.B. eine Strahlachse bei einem Kollisionsexpe-
riment) gegeben ist. Dann gilt <(p1, p5) = 6. Uber €; kann nun integriert
werden. Wihle weiterhin die senkrechte Projektion von py auf die Ebene
senkrecht zu p; als x-Achse. Dann kann auch iiber ®, integriert werden.
Man erhilt:

s? '
dR; = m/d%&%/dﬂbﬁzﬂb /_ldcos(ez)

533151332@

5( 2 21512252

1
(1+r%+r§—r§—x1 —:132—1—59013;2)
—cos(62))) (A.29)

Schliefllich kann noch die Integration iiber cos(f;) ausgefiihrt werden:

S
dR; = m /dml / dl'2‘COS(92):c05(920)|p3=pr1fpz (A-30)
T+ri+73—rf —ay —ap + B2
\/ac% — 47’%\/.1:% —4r2

Es bleiben also noch zwei Integrationen {ibrig, die iiber Variablen laufen, die
im Matrixelement tatséchlich vorkommen konnen, d.h. die unabhéngig sind
und nicht durcheinander ausgedriickt werden konnen. Dies entspricht Ref.
[28] S.49.

NB: cos(f) kann nur durch das Skalarprodukt (p;ps) im Ergebnis auftauchen.
Daher kann gleich

mit cos(fyy) = 2 (A.31)

P1p2
2W:—1+x1 +xy— 12— 13+ (A.32)
verwendet werden, so dass cos(fy) nie auftaucht, nur um gleich wieder ersetzt
zu werden.

Die Grenzen der Integrationen iiber x; und x5 erhélt man aus der Bedingung

|cos(fs)] <1 (A.33)
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Diese Gleichung liefert zwei Losungen. Es sind die Grenzen x7“"(x;) und
x5 (xq) fiir die erste Integration (iiber z). Gleichsetzen der beiden Lésun-
gen liefert bis zu vier Losungen fiir z;. Die Bedingungen (A.25) bis (A.27)
legen 7™ und 27%*® jedoch eindeutig fest.

Die Grenzen sind:

Alle drei Teilchen haben verschiedene Massen.

1
min — 2 _ 2 2 _ 2 2 2 1
o) = gy Q- e - e+ =)
—\/ (22 —4r) (L + 712 —r2 — 12 — 11)? 4r2r3)) (A.34)
xgnaw(xl) = 1—|—7‘ —xl ( —371 2—371)(7‘%4—7"%—7'32)—1)
1
\/( —4r) (1472 — 713 — 13 — 11)? 47"27"3)) (A.35)
o = 21 (A.36)
xgnaw = 14+ 7‘% _ (7"2 + 7”3)2 (A37)

Vereinfachungen ergeben sich natiirlich, wenn Teilchen masselos sind, oder
gleiche Massen haben. Je nachdem welche Teilchen man dann welchem Index
zuordnet, ergeben sich dann unterschiedliche Vereinfachungen. Es folgen nun
einige Beispiele der Vereinfachungen. Dabei ist natiirlich zu beachten, dass
r3 die normierte Masse des Teilchens ist, dessen Impuls man durch die Im-
pulserhaltung eliminiert. Mit 7 ist die normierte Masse des Teilchens, iiber
dessen normierte Energie zuerst integriert wird und mit r; ist die normierte
Masse des Teilchens, iiber dessen normierte Energie zuletzt integriert wird
gemeint.

Ein Teilchen ist masselos. Sei ,,1“ masselos.
(A.34) - (A.37) werden dann zu:
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25" (21)

75" (21)

1
21— m)

—xl\/(l —(rg—713)?2 —x1)(1 — (ro +13)2 — acl)) (A.38)
1

((2 —z)(1+715 —713 — 1)

((Z—xl)(l-i-rg —r2—g))

2(1-21)

—+x1 \/(1 - (7‘2 - 7“3)2 — .’12‘1)(1 - (T2 + 7'3)2 - 331)) (A39)
0 (A.40)
1— (7’2 + 7'3)2 (A41)

Zwei Teilchen haben die gleiche Masse. Seien ,2“ und ,3“ gleich
schwer (ro =r3 =:r):

2

% (2 - \/(ﬁ — 4r?)(1 — 4@)) (A.42)
7.2

— (2 -z + \/(x% —4r3)(1 — 4m)) (A.43)

2ry (A.44)

1+7? —4r? (A.45)

Zwei Teilchen haben die gleiche Masse, das dritte ist masselos. Sei-
en ,,2“ und ,,3“ gleich schwer:

e = 5(z-mmmfu- )
(1) = %(2—@«1”1 (1—4121)) (A.47)
T = 0 (A.48)

TP = 1 — 4r? (A.49)




A.2. EINS NACH DREI

7

Zwei Teilchen sind masselos. Seien ,1“ und ,,2“ masselos:

T (xy) = 1—xp —13 (A.50)
1—x,—12

7 () = _1961 : (A51)

= 0 (A.52)

" = 1 —73 (A.53)

Alle drei Teilchen haben die gleiche Masse. 71 =ry=7r3=:r

o () = %((2—x1)—\/(x%—4r2><1—47’"2>) (A.54)

1—2,+7r2

T = 1 — 3r? (A.57)

Alle drei Teilchen sind masselos.

M (z) = 1—1x (A.58)
x5 (r) = 1 (A.59)
gmin = (A.60)
2 =1 (A.61)







Anhang B

Potentiale und

Wellenfunktionen
Veou = — %as
”
. oy _ 4 12m 1 1
Vricn. (") = T333_ on; & (1 + ¢2/A?)
_ 8 f(Ar)
V(r) = 33 2an<Ar - >
4 sin(gAr) 1 1
f(Ar) = 7T/Odq q []n(l T ¢) q2:|
A = 398 MeV
_16m 1 2vp + 3 462In(f(r))
Viotal __2_5Tf(r) [ 70 75 _ F ) } +avr+ec
1
0= (G )

a=0,63 GeV*?, b=20, c=—1,39 GeV
A3 = 0,14 GeV, v =0, 5772 Eulerkonstante

(B.1)
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167 1 [ 2vg + 22 4621n(f(7“)]

T 25 rf(r) f(r) 625 f(r)
f(r)=1In (7( AMlSr)? + b) (B.8)
+dre " +ar (B.9)

mit
a=0,159 GeV? b =20, g =0,344 GeV, d = 0,255 GeV?
A5 =10,2 GeV, v5 = 0,5772 Eulerkonstante
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— Coulomb
***** Richardson

"""" Total

|
)]
\\\\‘\\\\‘\\\\‘\\\\‘\\\\‘\\\\‘\\\\‘\\\\‘\\\\‘\\\\

7/‘0 \\\“f‘\“"\\\\‘\\\\‘\\\\‘\\\\‘\\\\‘\\\\‘\\\\‘\\\\‘\\\\
0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04 0.045 0.05 fm

O

Abbildung B.1: Potentiale (Nahbereich)

Fiir das starke Coulombpotential ist oy = a5(mi), my = 4,75 GeV und
fiir das Richardsonpotential ist ny = 4.
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1
GeV
L ]
7" —
72 —
N — Coulomb
T Richardson
¥ Total
1 J
_4 ‘ﬁy,'
7“\;\;\\\‘\\\\‘\\\\‘\\\\‘\\\\‘\\\\‘\\\\‘\\\\‘\\\\‘\\\\

Q 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45

0.5

fm

Abbildung B.2: Potentiale (mittlerer Bereich)




3
GeV

Abbildung B.3: Potentiale (Fernbereich)

Coulomb
Richardson
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Mit diesen Potentialen ergeben sich fiir das B.Meson die folgenden Wel-

lenfunktionen:
fm(*S/Z)
10
9
*r Coulomb
i A Richardson
7 | Total
i e J
5 F |
: \
5 b \
r ,\
-
4 b
3P
2
' b
o L | — ‘ | — ‘ | — ‘ | — [ \:;E';Q:”ﬁ*—'f\.«:%, e l Ll | ‘ | — ‘ | — ‘ | —
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2 fm

Abbildung B.4: radiale Ortswellenfunktionen (Grundzustand)- Lésungen der
Schrodingergleichung mit den entsprechenden Potentialen und den unten an-

gegebenen Quarkmassen




— Coulomb
***** Richardson
"""" Total
***** J
7\\\\‘\\\ ‘Y:\L:‘V:T:Vrrs\?:‘\‘#cfh—rlk\JJ‘\\\\‘\\\\‘\\\\‘\\\\‘\\\\
%0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 fm

Abbildung B.5: Impulsraumswellenfunktionen (Grundzustand) - Losungen
der Schrodingergleichung im Impulsraum mit den entsprechenden Potentialen
und den unten angegebenen Quarkmassen

Die Quarkmassen sind:

| Potential | m, / GeV | m, / GeV ||

Coulomb 4,750 1,563
Richardson 4,918 1,491
Total 5,255 1,900

J 4,731 1,323
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Im Falle des Coulombpotentials (m; = 4,75 GeV und my = 1,563 GeV)

stellt sich der relative Fehler zzzzgglimzzgg zwischen numerischer und ex-

akter Wellenfunktion folgendermafien dar:

x 10
0.5
i relative Differenz zwischen numerischer und
+ exakter Wellenfunktion im Coulombpotential
0.4 —
0.3
0.2
0.1 —

705 L1 ‘ L1 ‘ L1 ‘ L1 ‘ L1 1 ‘ L1 1 ‘ | — ‘ | — ‘ | — ‘ | —

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20fm

Im Vergleich zu allen anderen Unsicherheiten ist diese in den Rechnungen
also unbedeutend.
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